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ELŕSZč 

 

H§rom kºtetes kºnyv¿nk a fizika kºz®piskolai tan²t§s§t §tfog·an seg²tŖ mŤ, amely ®vtizedes 

munka eredm®nyek®nt sz¿letett meg. Az egyetemi fizikatan§r k®pz®st, az iskol§k 

szaktan§rainak gyakorlati munk§j§t ®s az ELTE Fizika Doktori Iskola Fizika tan²t§sa PhD 

programj§t k²v§nja seg²teni.  

ElsŖ kºtete: A fizika tan²t§sa a kºz®piskol§ban I. (Mechanika I., HŖtan), mint elektronikus 

egyetemi jegyzet jelent meg 2015-ben a TĆMOP 4.1.2.B.2-13/1-2013-0007 program 

t§mogat§s§val. Megjelen®s®t nyomtatott form§ban ®s v§ltozatlan tartalommal 2021-ben az 

MTA Tant§rgypedag·giai Kutat§si Programja t§mogatta. 

 Az elsŖ kºtet tartalma:  

- A fizikatan²t§s hazai tºrt®nete ®s helye a kºz®piskolai oktat§sban  

- A magyar iskolarendszer tantervi szab§lyoz§sa  

- A mechanika tan²t§s§nak k®rd®sei  

- A termodinamika ®s statisztikus fizika tan²t§sa  

- Mindennapi gyakorlat m·dszertana  

A fizika tan²t§sa a kºz®piskol§ban II. kºtet a mechanikai rezg®sek ®s hull§mok, valamint ®s az 

elektrom§gness®g tan²t§s§val foglalkozik.  

A fizikatan²t§sa a kºz®piskol§ban III. kºtet a f®nytan ®s a modern fizika v§logatott 

t®makºreinek tan²t§s§t tartalmazza. 

Az ut·bbi kºtetek meg²r§s§t, elektronikus form§ban tºrt®nŖ feldolgoz§s§t ®s korl§tozott 

sz§mban a kinyomtatott v§ltozat elk®sz²t®s®t az MTA Tant§rgypedag·giai Kutat§si Programja 

t§mogatta. 

A fizika szakm·dszertan feladat§t a kºz®piskolai fizikatan²t§s c®ljai jelºlik ki. A 

kºz®piskol§ban szeretn®nk di§kjainkkal meg®rtetni ®s meg®reztetni a fizika szerep®t a 

term®szet megismer®s®ben, megmutatni a fizika tºrv®nyeinek objektivit§s§t, ®s 

alkalmaz§sainak gyakorlati jelentŖs®g®t. Mindemellett a kºz®piskola fontos c®lja, hogy alapoz· 

t§rgyi ismeretekkel ®s az alapvetŖ k®szs®gek kialak²t§s§val felk®sz²tse az ®rdeklŖdŖ di§kokat a 

szakir§ny¼ tov§bbtanul§sra.  

Szakm·dszertani tankºnyv¿nk kºteteiben dºntŖen a fizika tematikus fejezeteinek tartalm§t 

tekintj¿k §t a kºz®piskolai tan²t§s n®zŖpontj§b·l. Olyan szakanyagot k²v§nunk kºzreadni, ami 

idŖ§ll· ®s a legk¿lºnbºzŖbb tantervi szab§lyoz§s eset®n is hat®kony szakmai seg²ts®get ny¼jt a 

tan§rnak az egyes t®makºrºk eredm®nyes tan²t§s§hoz. Kiemelten foglalkozunk a fizika 

fogalmilag neh®z, gyakran f®lre®rtett, illetve t®vk®pzetekkel terhelt anyagr®szeivel. Fontos, 

hogy a leendŖ tan§rok vil§gosan l§ss§k azokat a pontokat, amelyek a tanul§s sor§n gyakran 

okoznak probl®m§kat a di§koknak. K¿lºnºsen sok a neh®zs®g a modern fizika ter¿let®n. Az itt 

haszn§lt fogalmak §ltal§ban a kºz®piskolai szintet messze meghalad· matematikai 

sz§m²t§sokon alapulnak, ®s ®rz®kszervi tapasztalatokra ®p¿lŖ ºsztºnºs szeml®let¿nk alapj§n 
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gyakran k®ptelens®gnek tŤnnek. Nagy a vesz®lye annak, hogy a modern fizika tan²t§sa, 

fant§zi§t pr·b§l· mesed®lut§nn§ v§lik. A tan§r sz§m§ra k¿lºnºsen fontos, hogy ·vatosan ¼gy 

ker¿lje ki a legkritikusabb alapokat (hull§m-r®szecske kettŖss®g, hat§rozatlans§gi rel§ci· stb.), 

hogy kºzben a di§kok a klasszikus fizika megtapasztalt igaz§ra ®s a tan§r szem®lyes 

hiteless®g®re hagyatkozva el tudj§k fogadni a modern fizika eredm®nyeit. Az ²gy letett Ăpuzzle-

elemekò koherens illeszked®s®bŖl fokozatosan kirajzol·d· k®p m§r ºnmag§t igazolva adja 

tan²tv§nyaink modern fizikai szeml®let®t. A fizika t®makºreinek feldolgoz§sakor minden¿tt 

hangs¼lyosan kezelt¿k a kºrnyezetfizikai, technikai ®s t§rsadalmi fontoss§g¼ k®rd®seket, 

megmutatva a fizika alkalmaz§si lehetŖs®geit, ®s r§mutatva a fizika szerep®re az §ltal§nos 

term®szettudom§nyos szeml®let ®s vil§gk®p kialak²t§s§ban. 

Term®szetesen a jegyzetben le²rtak szakembereknek ï fizikatan§roknak, tan§rjelºlteknek ï 

sz·lnak, ®s §ltal§ban nem alkalmasak arra, hogy v§ltozatlan form§ban tan²tsuk a kºz®piskolai 

di§koknak. A kºnyv nem haszn§lhat· kºz®piskolai tankºnyvk®nt, ®s a fizika egyetemi 

szaktankºnyveit sem helyettes²ti.  

A kºz®piskolai fizika kritikus tartalmi vonatkoz§sainak §ttekint®se mellett igyeksz¿nk sok 

gyakorlati p®ld§t, k²s®rletet, a di§kokat motiv§l· ®rdekess®get bemutatni. MeggyŖzŖd®s¿nk 

szerint a fizika fogalmait megalapoz· klasszikus fizik§t ®pp¼gy lehet ®rdekesen, ak§r a 

legmodernebb technika alkalmaz§s§val is tan²tani, mint a modern fizika ismereteit. Sz¿ks®ges, 

hogy a tan§r megtal§lja az eg®szs®ges egyens¼lyt a fizikatan²t§s sokszorosan kipr·b§lt 

m·dszerei ®s a legmodernebbnek tekinthetŖ, ¼jszerŤ (s n®ha ®ppen emiatt gyorsan avul·) 

megold§sok kºzºtt. A jegyzetben r®szletesen foglalkozunk a tan§ri munka szakt§rgyi 

vonatkoz§s¼ gyakorlati feladataival (pl. eligazod§s a tantervi szab§lyoz§sban, feladatmegold§s, 

k²s®rletez®s szerepe, sz§monk®r®s, ®rt®kel®s, tankºnyv, t§bla, f¿zet, sz§m²t·g®p funkcion§lis 

haszn§lata, multim®diai alkalmaz§sok, iskol§n k²v¿li fizikatan²t§s lehetŖs®gei stb.)  

Az elsŖ kºtet ²r§sa kºzben dºbbent¿nk r§, hogy az elektronikus forma k¿lºnleges lehetŖs®get 

k²n§l arra, hogy a kºnyvszerŤen folytonos vonalvezet®st le§gaz§sokkal, kit®rŖkkel gazdag²tsuk. 

Ez azt jelenti, hogy a tematikus tartalom kifejt®se sor§n nagyon gyakran tal§l az olvas· 

opcion§lis kieg®sz²t®seket a jegyzetben. Ezek mind tartalmukat, mind mŤfajukat ®s form§jukat 

tekintve igen k¿lºnbºzŖek. (Van kºzºtt¿k matematikai levezet®s, az aktu§lis t®m§hoz 

kapcsol·d· feladat, ®retts®gi m®r®s, di§koknak aj§nlhat· fakultat²v otthoni k²s®rletle²r§s, a 

fizika kult¼rtºrt®net®hez kapcsol·d· ®rdekess®g, technikai alkalmaz§s stb.) A kieg®sz²tŖ 

anyagok egyetlen kattint§sra megjelennek, illetve eltŤnnek. Tºbbs®g¿k a szerzŖk munk§ja, de 

felhaszn§ltunk interneten kereszt¿l, k¿lsŖ szervereken felk²n§lt hasznos tartalmakat is. (ĉgy 

®rhetŖk el p®ld§ul az aktu§lis tantervi szab§lyoz§s dokumentumai, vagy szakmai honlapok 

cikkei). Mindezeket figyelembe v®ve mondhatjuk, hogy az elektronikus jegyzet a nyomtatott 

szakkºnyvekhez viszony²tva gazdagabb ®s sokr®tŤbben felhaszn§lhat· tartalmat kºzvet²t. Az 

elsŖ kºtet elektronikus v§ltozat§n§l bev§lt szerkeszt®si koncepci·t a tov§bbi kºtetek 

elektronikus v§ltozatain§l is kºvett¿k. 

A teljes szakanyag elektronikus megjelen®se mellett mindh§rom kºtet, korl§tozott 

p®ld§nysz§mban, nyomtatott form§ban is megjelent. A nyomtatott v§ltozatba igyekezt¿nk 

§tmenteni az elektronikusan szerkeszt®s elŖnyeit. ŕrizt¿k a modul§ris szerkezetet, ®s nem 

riadtunk vissza a szakkºnyvekben szokatlan redundanci§t·l sem. Ez ut·bbival azt k²v§ntuk 
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el®rni, hogy a kºnyvet ne kelljen fonalasan olvasni, hanem kisebb r®szletei ºn§ll·an is 

felhaszn§lhat·k legyenek. Az elektronikusan egyetlen kattint§ssal el®rhetŖ csatolm§nyok a 

nyomtatott anyagban a nagy fejezetek v®g®re ker¿ltek ®s a fŖsodorban csak hivatkoz§sk®nt 

jelennek meg. 

Kºnyv¿nk elsŖsorban az ELTE fizikatan§r szakos k®pz®s®nek hagyom§nyaira ®p²tve §ltal§nos 

szakm·dszertani §ttekint®st k²v§n ny¼jtani, nem kºtŖdik kºz®piskolai tantervekhez ®s konkr®t 

tan²t§si gyakorlathoz sem. Ez®rt rem®lj¿k, hogy soksz²nŤs®g®vel, a m·dszertani v§ltozatok 

r®szletes kritikai taglal§s§val minden tan§r szakos hallgat·, gyakorl· tan§r ®s m·dszertani 

kutat§sokat v®gzŖ koll®ga sz§m§ra hasznos seg®dlett® v§lik 

A h§rom Ăkºtetesò elektronikus szakanyag az ELTE Fizikatan§ri doktori programj§nak 

honlapj§r·l tan§ri felhaszn§l§sra (terjeszt®sre nem!) szabadon letºlthetŖ. 

 

Budapest, 2021. janu§r 5. 

 

 

 

 A szerzŖk 
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BEVEZET£S 

A rezg®sek ®s a hull§mok tan²t§sa a kºz®piskolai fizika fontos integr§l· t®makºre. Egyr®szt az 

eg®sz kor§bban tanult mechanika ï a kinematika, dinamika, mechanikai energia kor§bban tanult 

alapismereteire ®p²t, m§sr®szt integr§l· egys®gbe fogja a mechanikai rezg®sek ®s hull§mok, az 

elektrom§gneses rezg®sek ®s hull§mok, valamint az optikai hull§mjelens®gek sz®les 

jelens®gkºr®t. Ez ut·bbi tudatos felhaszn§l§sa az®rt is c®lszerŤ, mert k¿lºnbºzŖ rezg®sek ®s 

hull§mok egym§st kºvetŖ t§rgyal§s§val idŖt takar²thatunk meg, mikºzben ®rz®kletes p®ld§t 

mutatunk a fizik§ban fontos Ăanal·gi§s gondolkod§sò alkalmaz§s§ra, tov§bb§ sz§mos 

gyakorlati alkalmaz§s bemutat§s§ra is. A m§sik ok, ami miatt a t®makºr tan²t§sa kiemelt 

jelentŖs®gŤ, hogy a klasszikus rezg®sek, majd a hull§mok t§rgyal§sa bevezet®s¿l szolg§l a 

modern fizika, kiemelten a kvantummechanikai anyaghull§mok t§rgyal§s§hoz.  

 

A rezg®sek hull§mok t®makºr®nek tantervi elhelyez®se 

A fizika hagyom§nyos t®mater¿letei ï a mechanika (bele®rtve a hangtant is), az 

elektrodinamika ®s az optika egyar§nt r®szletesen t§rgyalj§k az adott ter¿letre jellemzŖ rezg®sek 

®s hull§mok le²r§s§t ®s azok gyakorlati jelentŖs®g®t, technikai alkalmaz§s§t. N®h§ny ®vtizeddel 

ezelŖtt a fizika kºz®piskolai tan²t§sa is ezt a fel®p²t®st kºvette. A modern fizika ï k¿lºnºsen az 

anyagi tulajdons§gokat mikroszerkezeti alapon vizsg§l· kvantummechanika ï a klasszikus 

fizika hull§mtani fogalomrendszer®re ®p¿lt, de azt sz§mos l®nyegi k®rd®sben §t®rtelmezte. A 

kºz®piskolai tananyagba alig tºbb mint ismeretterjeszt®si szinten be®p²tett kvantummechanika 

t§rgyal§sa ma is a klasszikus hull§mtani elŖzm®nyekre ®p²t.  

A kor§bbi ®vtizedek gyakorlat§hoz k®pest a fizika alap·rasz§mok kb. 50%-os m®rt®kben 

csºkkentek, (tov§bb§ az ®retts®gi elŖtti ®vfolyamban nincs m§r kºtelezŖ fizika·ra). A 

peremfelt®telek ilyen kedvezŖtlen alakul§sa sz¿ks®gess® teszi, hogy a tanul·kt·l komoly 

absztrakci·s gondolkod§st k²v§n· modern fizik§t, ®s a bevezet®s®t ad· rezg®sek-hull§mok 

t®makºrt az utols· fizikatan²t§si ®vfolyam tananyag§t alkossa. Ezt indokolja tov§bb§ az a 

kºr¿lm®ny is, hogy matematik§b·l a periodikus f¿ggv®nyek t§rgyal§sa ugyancsak a 11. 

®vfolyamon tºrt®nik. C®lszerŤ a tananyagot minden di§k sz§m§ra tan²tott alapszintŤ 

ismeretekre, illetve az ®rdeklŖdŖk ®s a mŤszaki-term®szettudom§nyos tov§bbtanul§sra 

k®sz¿lŖk sz§m§ra emelt szintre felosztani. A k®t szint alapvetŖen abban k¿lºnbºzik, hogy 

alapszinten a hangs¼ly a kvalitat²v jelens®g®rtelmez®sen van ®s a matematikai le²r§s minim§lis, 

emelt szinten azonban ez ut·bbi is elv§r§s. Alkalmas szervez®s eset®n a k®tszintŤ feldolgoz§s 

nem f¿ggetlen egym§st·l, l®nyeg®ben egy idŖben tºrt®nik ®s ®rdemi ism®tl®s n®lk¿l 

ºsszeilleszthetŖ.  

 

A Rezg®sek alapszinten t§rgyaland· tananyaga 

Az alapszintŤ anyagba ker¿l a mechanikai rezg®s kinematikai alapjelens®geinek bemutat§sa ®s 

a kapcsol·d· alapfogalmak bevezet®se, a harmonikus rezg®s mozg§segyenlet®nek ®s 

energiaviszonyainak egyszerŤ t§rgyal§sa. A csillap²tott ®s k®nyszerrezg®s jelens®gszintŤ, 
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kvalitat²v ®rtelmez®se elegendŖ. A mechanikai hull§mok t§rgykºr®bŖl a rugalmas kºt®len 

kialakul· halad· hull§m terjed®s®nek meg®rt®se, a hull§m kit®r®s-idŖ f¿ggv®nye, ®s az 

§ll·hull§m fogalom fontos. A hull§mjelens®gek ï visszaverŖd®s, tºr®s, elhajl§s, interferencia ï 

hull§mk§das k²s®rletekkel mutathat·k be ®s ®rtelmezhetŖk. Fakultat²v projektmunk§ban, a 

di§kok a hanghull§mokkal kapcsolatos n®h§ny ®rdekes jelens®g bemutat§s§val ®s 

®rtelmez®s®vel eg®sz²thetik ki a t®makºrt.  

Az elektrom§gneses rezg®sek t§rgyal§sa az egyszerŤ (R)LC-kºr rezgŖkºrben l®trejºvŖ 

csillapod· elektrom§gneses rezg®sek bemutat§s§val ®s a jelens®g kvalitat²v ®rtelmez®s®vel 

indul. Ennek sor§n az elektrom§gneses rezgŖkºr periodikusan ism®tlŖdŖ f§zisv§ltoz§sait a 

rug·n rezgŖ test periodikus f§zisv§ltoz§s§val hasonl²tjuk ºssze. Az elektrom§gneses rezgŖkºr 

peri·dusidej®t meghat§roz· Thomson-k®pletet kºzºlj¿k, ®s kvalitat²v k²s®rlettel ellenŖrizz¿k. 

A rezg®s csillapod§s§t a mechanikai anal·gi§ra hivatkozva a vezet®kek ohmos ellen§ll§s§n 

disszip§l·d· energi§val indokoljuk (k®sŖbb ezt kieg®sz²thetj¿k a sug§rz§si vesztes®ggel).  

 

Az emelt szintŤ kieg®sz²t®s tananyaga 

Emelt szinten a mechanikai rezg®s kinematikai f¿ggv®nyeit az egyenletes kºrmozg§s 

vet¿let®vel hozzuk k²s®rleti kapcsolatba, ®s ennek alapj§n ²rjuk fel a f¿ggv®nyek matematikai 

alakj§t. Sz§m²t·g®pes demonstr§ci·val szeml®ltetj¿k a k¿lºnbºzŖ rezg®sek ºsszet®tel®t. A 

dinamikai t§rgyal§s r®szek®nt a rug· line§ris erŖtºrv®ny®nek ismeret®ben fel²rjuk a rezgŖ test 

mozg§segyenlet®t, majd sz§m²t§ssal levezetj¿k belŖle a rezg®sidŖ formul§j§t, amit k²s®rletekkel 

igazolunk is. A rezgŖ test speci§lis p®ld§j§b·l indulva, a line§ris erŖtºrv®ny ®s a harmonikus 

rezg®s §ltal§nos²tott dinamikai ºsszekapcsol§s§val ®rtelmezz¿k elm®letileg (®s ellenŖrizz¿k 

m®r®sekkel is) a fon§linga leng®sidŖk®plet®t. A rezg®sek energetikai t§rgyal§sa sor§n 

kor§bbiakban megismert mechanikai energiamegmarad§s elv®t alkalmazzuk a rug·n rezgŖ test 

eset®re, azaz sz§m²t§ssal bel§tjuk, hogy a potenci§lis ®s kinetikus energi§k ºsszege a rezg®s 

b§rmely f§zis§ban §lland·, majd n®h§ny m®r®ssel ellenŖrizz¿k az eredm®nyt. A rezg®sek 

energetikai t§rgyal§s§hoz kapcsol·d·an a csillapod·- ®s k®nyszerrezg®sek tulajdons§gait, 

valamint a rezonancia jelens®g®t kvalitat²v szinten energetikailag ®rtelmezz¿k.  

A mechanikai ®s az elektrom§gneses rezg®sek kvalitat²v szintŤ p§rhuzamba §ll²t§s§n t¼l ï ha a 

di§kok matematikai ®rdeklŖd®se megengedi ï a jelens®gek le²r§s§ban fontos formul§k 

hasonl·s§g§t is ®rdemes bemutatni. A csillap²tatlan elektrom§gneses rezg®sek elŖ§ll²t§s§ra 

szolg§l· Meissner-f®le visszacsatol§s kapcsol§s§t is bemutatjuk, ®s ®rtelmezz¿k a rezon§l· 

rezgŖkºrºk indukt²v csatol§sakor fell®pŖ energia§tad§s jelens®g®t.  

 

Hull§mok alapszintŤ tan²t§sa 

A rugalmas kºzegben terjedŖ hull§m fogalm§t egyszerŤ demonstr§ci·s k²s®rletekre alapozva 

vezetj¿k be. Bemutatjuk, hogy rugalmas egydimenzi·s pontsoron, rugalmas kºt®len (pl. 

bifil§risan felf¿ggesztett ingasoron, gumikºt®len) keltett helyi zavar, majd folytonos helyi 

rezget®s §tterjed a kºrnyezetre. K²s®rleti bemutat§s ut§n defini§ljuk a longitudin§lis ®s a 

transzverz§lis hull§m fogalm§t. Ezut§n az egy pontj§ban folyamatosan rezgetett kºt®len 

kialakul· jellegzetes hull§m-alakzat (Ăharmonikusò hull§m) mozg§s§t megfigyelve 
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meg§llap²tjuk a hull§m jellemzŖit t®rbeli ®s idŖbeli periodicit§s§t, a hull§mot jellemzŖ 

mennyis®geket (hull§mhossz, rezg®sidŖ, terjed®si sebess®g) ®s kimondjuk a kºzt¿k l®vŖ 

kapcsolatot. Itt vezetj¿k be k²s®rletre alapozva a k®t v®g®n rºgz²tett h¼ron kialakul· §ll·hull§m 

fogalm§t, ®s kialakul§s§nak felt®teleit. Ezut§n hull§mk§das k²s®rleteket v®gezve a kor§bbi 

egydimenzi·s jelens®get k®t dimenzi·ra terjesztj¿k ki. A hull§mk§das k²s®rletek seg²ts®g®vel a 

hull§mjelens®gek eg®sz sor§t vizsg§lhatjuk (pl. visszaverŖd®s, tºr®s, hull§mok Ăzavartalan 

§thalad§sa egym§son, elhajl§s, interferencia k¿lºnbºzŖ esetei stb.) A fentiek kºz¿l az 

interferencia jelens®ge a legfontosabb, hiszen ezt tekintj¿k a hull§msaj§ts§got igazol· 

k²s®rletnek. A tºbbi k²s®rlet vonatkoz§s§ban alapszinten megel®gsz¿nk a jelens®gek 

(k²s®rletek) kvalitat²v ®rtelmez®s®vel.  

A hull§m mechanikai k²s®rletekre alapozott fogalmi bevezet®se ut§n az elektrom§gneses rezg®s 

t®rbeli terjed®s®vel ®rtelmezhetŖ elektrom§gneses hull§mokkal foglalkozunk. Az 

elektrom§gneses hull§mokat c®lszerŤ mikrohull§mokkal v®gzett k²s®rletekre alapozott 

mechanikai anal·gi§kra t§maszkodva bevezetni, mivel az elektrom§gneses hull§mok 

kialakul§s§ra m®ly elm®leti magyar§zatot nem tudunk adni. Alig tehet¿nk tºbbet, mint hogy 

kºzºlj¿k, hogy az elektrom§gness®g egys®ges ºsszefoglal§s§t tartalmaz· Maxwell-f®le 

egyenleteknek van ¼n. hull§m-megold§sa, ami azt jelenti, hogy a gyorsan v§ltoz· (rezg®sben 

l®vŖ) m§gneses t®r kºrnyezet®ben v§ltoz· elektromos mezŖt kelt, ami ism®t v§ltoz· m§gneses 

teret gerjeszt. Mindenk®ppen emelj¿k ki, hogy az elektrom§gneses hull§mok terjed®s®hez a 

mechanikaiakkal ellent®tben nincs sz¿ks®g kºzegre, a hull§mot az ºnmag§t fel®p²tŖ elektromos 

®s m§gneses t®r halad§s§val v§kuumban is terjed. A v§ltoz· m§gneses ®s elektromos t®r 

egym§st kºlcsºnºsen gerjesztŖ hat§sa f®nysebess®ggel (c) terjedŖ, elektrom§gneses hull§mot 

kelt. Az elektrom§gneses hull§m (sug§rz§s) igen sz®les hull§mhossztartom§nyban l®tezik, ®s 

az §ltalunk ®rz®kelhetŖ, illetve mŤszeresen kimutathat· fizikai tulajdons§gaik hull§mhosszt·l 

f¿ggŖen igen v§ltoz·ak. Kºzºs benn¿k, hogy v§kuumban f®nysebess®ggel terjednek, ®s tºbb-

kevesebb energi§t hordoznak. Az elektrom§gneses sug§rz§s term®szeti kºrnyezet¿nk fontos 

r®sze, ami dºntŖen k¿lºnbºzŖ term®szeti folyamatok sor§n keletkezik ®s nyelŖdik el. 

Mindenk®ppen fontos eredm®nye a tudom§nynak, hogy m§r k®pesek k¿lºnbºzŖ 

elektrom§gneses sug§rz§sok mesters®ges, gy·gy§szati ®s technikai alkalmaz§s§ra. Az 

elektrom§gneses sug§rz§sokat keltŖ term®szeti jelens®gekkel, illetve a mesters®gesen elŖ§ll²tott 

elektrom§gneses hull§mok alkalmaz§saival fakultat²v kieg®sz²t®sk®nt, kiselŖad§sok, 

projektmunka keret®ben lehet ®s aj§nlott foglalkozni.  

A gimn§ziumi alap·rasz§m korl§tozott idej®t ¼gy hasznos²thatjuk optim§lisan, ha az 

elektrom§gneses hull§mok r®szletes t§rgyal§sa helyett az §ltal§nos hull§mtulajdons§gokat 

hangs¼lyoz· k²s®rleti bemutat··r§t szervez¿nk, ahol kºzvetlen¿l egym§s ut§n mutatunk be 

hasonl· k²s®rleteket mechanikai v²zhull§mokkal, hanggal, tov§bb§ elektrom§gneses 

mikrohull§mokkal ®s f®nnyel. A k²s®rleti bemutat· eredm®ny®tŖl biztosan v§rhat·, hogy a 

fizika ir§nt kev®ss® motiv§lt di§kok is megjegyeznek valamit a hull§mjelens®gek 

univerzalit§s§r·l. Ha erre ®p¿l majd az anyag mikroszerkezet®vel kapcsolatos hull§mk®p, akkor 

a modern fizik§r·l is nyernek valamilyen k®pet.  
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A hull§mtan emelt szintŤ kieg®sz²tŖ anyaga 

Emelt szinten a hull§mtan elsŖ fontos kieg®sz²tŖ anyaga a hull§mterjed®st ®rtelmezŖ Huygens 

®s Huygens-Fresnel-elv. Ennek alapj§n egys®gesen magyar§zhat· a hull§mk§das k²s®rletek 

sor§n megfigyelt visszaverŖd®s, ®s tºr®s, de a f®nyterjed®s teljesen azonos alak¼ geometriai 

tºrv®nyei is.  

A hull§mok tal§lkoz§sakor fell®pŖ interferencia-jelens®g a hull§mok alapvetŖ jellemzŖje. Ezt 

alkalmazzuk a hull§mterm®szet k²s®rleti igazol§s§ra. A hull§minterferencia kvantitat²v 

t§rgyal§sa az emelt szintŤ hull§mtan s¼lyponti t®m§ja. R®szletes feldolgoz§sra olyan 

k²s®rleteket c®lszerŤ v§lasztani, amelyek a tov§bbiakban t§rgyaland· modern fizik§ban is 

fontos szerepet j§tszanak. Ilyen k²s®rlet a Young-f®le k®tr®ses interferencia, amit hull§mk§dban 

fel¿leti hull§mokkal k²s®rletezve ®rtelmez¿nk elsŖk®nt, majd bemutatjuk a k²s®rlet hangtani, 

mikrohull§m¼ ®s f®nytani v§ltozat§t is. A k²s®rlet igazi szeml®letform§l· jelentŖs®g®t az adja 

meg, hogy az elŖbbiekhez hasonl· k®tr®ses interferenciak²s®rletet elektronokkal is elv®gezt®k, 

igazolva ezzel az elektronok kettŖs term®szet®t. Hasonl·an alapvetŖ k²s®rlet a diffrakci·s 

r§ccsal elŖ§ll²tott elhajl§si interferencia bemutat§sa. Ennek fŖ alkalmaz§sa a f®nytanban, a f®ny 

hull§mhossz§nak meghat§roz§sa. Fizikatºrt®neti jelentŖs®ge a rºntgensugarak 

hull§mterm®szet®nek k²s®rleti igazol§sa, tov§bb§ az elektronsugarak hull§mhossz§nak m®r®se. 

Ez ut·bbi k²s®rlet demonstr§ci·s v§ltozata az anyag kettŖs term®szet®t kºzvetlen¿l igazol· 

iskolai k²s®rlet. Fizikatºrt®neti alapk²s®rlet a Michelson-f®le interferenciak²s®rlet, amit 

Michelson eredetileg a f®nyhull§mhossz m®r®s®re dolgozott ki, a k²s®rletre alapozva 1887-ben 

Michelson Edward Morley amerikai fizikussal egy¿ttmŤkºdve igazolta, hogy a f®ny eset®n nem 

®rv®nyes a klasszikus, Galilei f®le relativit§si elv, a f®ny sebess®ge vonatkoztat§si rendszertŖl 

f¿ggetlen¿l §lland·. Michelson-Morley k²s®rlete szolg§ltatta az alapot Einstein sz§m§ra a 

speci§lis relativit§selm®let megalkot§s§hoz.  

 

M·dszertani aj§nl§sok 

A kºz®piskol§ban a rezg®s- ®s hull§mtan feldolgoz§s§nak m·dja alapvetŖen indukt²v, azaz 

jelens®gek megfigyel®s®bŖl indulunk ki ®s tervszerŤen v®grehajtott k²s®rletek eredm®nyeire 

®p²t¿nk. Emellett, k¿lºnºsen a tananyag emelt szintŤ feldolgoz§sa sor§n, az indukci· mellett 

szerepet kap a dedukci· is. Itt a m§r ismert kinematikai, dinamikai ®s energetikai 

alapºsszef¿gg®sekkel sz§molva jutunk ¼j ismeretekhez, amiket ut·lag m®r®sekkel igazolunk. 

A ĂRezg®sekò t®makºr feldolgoz§sa sor§n az ¼j ismeretek t§rgyal§s§t tan§ri vezet®ssel tºrt®nŖ 

front§lis oszt§lymunkak®nt aj§nljuk. K®ts®gtelen, hogy a reformpedag·gi§ban prefer§lt egy®ni 

vagy kiscsoportos felfedeztet®ses m·dszernek vannak elŖnyei, de rendk²v¿l idŖig®nyes is. Đgy 

gondoljuk teh§t, hogy az iskolai ·rakeret szŤkre szabott idej®vel akkor gazd§lkodunk j·l, ha a 

k²s®rletek ®s az elm®leti feldolgoz§s alapvetŖen tan§ri vezet®ssel folyik. Az ºn§ll· di§k-munka 

alapoz· szinten fakultat²v, kieg®sz²tŖ tev®kenys®g (k²s®rletez®s, gyakorlati alkalmaz§sok 

bemutat§sa stb.) a minden t®makºrhºz bŖs®gesen aj§nlott ism®tlŖ vagy kieg®sz²tŖ jellegŤ 

m®r®sekre koncentr§l·dik. Aj§nljuk, hogy az akt²v ®rdeklŖdŖ di§kok sz§m§ra a tan§r 

biztos²tson lehetŖs®get a tan·r§n k²v¿li kiscsoportos k²s®rletez®sre! 
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 ĂA rezg®sek kinematik§jaò t®makºrben a jelens®g megfigyel®s®bŖl indulunk ki, majd valamely 

alkalmas k²s®rleti technik§val felvessz¿k a rezg®s kit®r®s-idŖ grafikonj§t. Ezut§n a kit®r®s-idŖ 

grafikon jellemzŖinek meghat§roz§s§ra ®s a f¿ggv®ny matematikai alakban tºrt®nŖ fel²r§s§ra 

ker¿l a hangs¼ly. Ez ut·bbihoz a seg²ts®get az egyenletes kºrmozg§s ®s a harmonikus 

rezgŖmozg§s k²s®rletileg felismert kapcsolata adja. Ugyancsak a harmonikus rezg®s ®s a 

kºrmozg§s kapcsolat§t haszn§ljuk fel a rezg®s sebess®g-idŖ ®s gyorsul§s-idŖ f¿ggv®ny®nek 

matematikai fel²r§s§hoz. A t®makºrben kieg®sz²tŖ anyagak®nt k²s®rleti alapon t§rgyalhat·k a 

rezg®sek ºsszet®tel®nek alapesetei.  

A Ărezg®sek dinamik§jaò fejezetben a harmonikus rezg®s okak®nt §ltal§nos²tjuk a line§ris 

erŖtºrv®nyt, l®nyegesen kibŖv²tve ezzel a rezg®sek matematikailag ®rtelmezhetŖ kºr®t. A 

rezg®sidŖ meghat§roz§sa a mozg§segyenleten alapul· sz§m²t§s ï teh§t dedukci· ï eredm®nye, 

amit m®rŖk²s®rletekkel ellenŖrz¿nk. A rug· rezg®sidŖ-formul§ja a rug· line§ris erŖtºrv®ny®re 

t§maszkodva minden line§ris erŖtºrv®nnyel rendelkezŖ rendszerre bŖv²thetŖ, §ltal§nos²that·. 

ĉgy kapjuk meg a matematikai inga leng®sidŖ-k®plet®t, amit ism®t ut·lagos m®r®sekkel 

igazolunk.  

A Ărezg®sek energetikai vizsg§lataò annak kvalitat²v megfigyel®s®vel indul, hogy a 

rezg®s/ingaleng®s sor§n a mozg§si energia ®s a potenci§lis energia szab§lyosan v§ltakozva 

egym§sba alakul. A mechanikai energiamegmarad§s tºrv®ny®bŖl kiindulva sz§m²t§ssal 

igazolhat·, hogy a rezg®s sor§n a kinetikus ®s potenci§lis energi§k ºsszege §lland·. Az elm®leti 

sz§m²t§st k²s®rletileg igazoljuk. Ennek legegyszerŤbb m·dja az, ha nagyobb tºmegŤ, hossz¼ 

fon§lra f¿ggesztett inga leng®s®rŖl k®sz²tett videofelv®tel alapj§n empirikusan meghat§rozzuk 

a sz®lsŖ helyzetben a helyzeti energia ®s az egyens¼lyi helyzet®n §thalad· inga sebess®g®bŖl 

ad·d· mozg§si energia ®rt®k®t. A csek®ly elt®r®s a rezg®s/leng®s csillapod§s§val magyar§zhat·. 

A rezg®sek energetikai t§rgyal§s§hoz kapcsolhat· a csillapod· rezg®sek k²s®rleti bemutat§sa ®s 

kvalitat²v t§rgyal§sa, valamint a k®nyszerrezg®s ®s a rezonancia jelens®ge, valamint a fakultat²v 

kieg®sz²t®sk®nt t§rgyalhat· csatolt rezg®sek.  
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1. MECHANIKAI REZG£SEK 

1.1. Rug·n rezgŖ test mozg§sa 

A rug·ra akasztott, majd egyens¼lyi helyzet®bŖl f¿ggŖlegesen kit®r²tett ®s mag§ra hagyott test 

periodikus mozg§s§t vizsg§ljuk. Az egyszerŤ k²s®rletet elv®gezve elŖszºr megfigyeltetj¿k a 

mozg§st az oszt§llyal, majd ºsszegezz¿k megfigyel®seinket. R®szletes mennyis®gi vizsg§lathoz 

a mozg· test pillanatnyi helyzet®t az idŖ f¿ggv®ny®ben §br§zol· grafikonra van sz¿ks®g¿nk. A 

grafikon elk®sz²t®s®hez tºbbf®le k²s®rleti m·dszer kºz¿l v§logathatunk.  

A hagyom§nyos iskolai k²s®rleti m·dszerek kºz¿l tal§n a legismertebb, hogy a rug·ra akasztva 

rezgŖ testhez ²r·szerkezetet rºgz²t¿nk, ami a rezg®s kºzben nyomot hagy a f¿ggŖlegesen rezgŖ 

test mºgºtt v²zszintes ir§nyba egyenletesen elh¼zott h§tt®ren. ĉgy a v²zszintesen mozg· h§tt®ren 

a test f¿ggŖleges kit®r®s®nek idŖf¿ggv®nye ad·dik. A kapott hull§mos gºrb®t elemezve 

bel§that·, hogy a rezgŖ test kit®r®se az idŖ szinuszos f¿ggv®nye.  

 

Mivel a rendelkez®sre §ll· idŖ kev®s, a hagyom§nyos k²s®rlet ®s ki®rt®kel®se idŖig®nyes, 

c®lszerŤ gyors sz§m²t·g®pes m®r®st v§lasztani.  E c®lra tºbb k¿lºnbºzŖ fejleszt®sŤ szoftver is 

aj§nlhat·.   

A Tracker ingyenesen letºlthetŖ videoelemzŖ ®s modellezŖ program, ami elŖzetesen vide·ra 

vett s²kbeli mozg§sok kinematikai elemz®s®re, tov§bb§ a mozg§s ®s annak ®rtelmez®s®re 

§ltalunk fel§ll²tott modell ºsszehasonl²t§s§ra is alkalmas.  

Fizikai k²s®rletek gyŤjtem®nye I. kºtet, (Szerk.: Juh§sz A.) 

Arkhim®d®sz Bt.- Typotex, Bp. 1994. I.1.; 27. old. 

http://metal.elte.hu/~phexp/tart/tt_kin.htm#I.1.%20Mozg%C3%

A1sok%20vizsg%C3%A1lata%20elmozdul%C3%A1s-

id%C5%91-grafikon 

Tracker videoelemzŖ sz§m²t·g®pes szoftver ingyenesen letºlthetŖ: 

https://physlets.org/tracker/  

http://metal.elte.hu/~phexp/tart/tt_kin.htm#I.1.%20Mozg%C3%A1sok%20vizsg%C3%A1lata%20elmozdul%C3%A1s-id%C5%91-grafikon
http://metal.elte.hu/~phexp/tart/tt_kin.htm#I.1.%20Mozg%C3%A1sok%20vizsg%C3%A1lata%20elmozdul%C3%A1s-id%C5%91-grafikon
http://metal.elte.hu/~phexp/tart/tt_kin.htm#I.1.%20Mozg%C3%A1sok%20vizsg%C3%A1lata%20elmozdul%C3%A1s-id%C5%91-grafikon
https://physlets.org/tracker/
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A VideoPoint vide·ra vett mozg§sok elemz®s®re Windows alap¼ sz§m²t·g®pekre k®sz²tett 

szoftver. Az angolsz§sz iskolarendszerben m§r ®vtizedes alkalmaz§si m¼ltra tekint vissza. A 

program r®szletes ismertet®se, az iskolai munk§hoz aj§nlott sz§mos elŖre elk®sz²tett, 

mozg§sokat bemutat· vide· le²r§s§val a vil§gh§l·n megtal§lhat·, ®s a program VideoPoint 1. 

®s VideoPoint 2.5 verzi·ja is ingyenesen letºlthetŖ.   

 

LabCamera ï magyar fejleszt®sŤ, tºbbf®le m®r®s elv®gz®s®re ®s ki®rt®kel®s®re alkalmas 

sz§m²t·g®pes program. A sz§m²t·g®phez kapcsolt webkamera alkalmaz§s§val Ăin-situò 

k²s®rletek ki®rt®kel®s®re, illetve elŖzetesen vide·ra vett mozg§sok sz§m²t·g®pes feldolgoz§s§ra 

alkalmas. A fizika mellett m§s term®szettudom§nyos tant§rgyak tan²t§sa sor§n is j·l 

haszn§lhat·.  

 

A mechanikai rezg®sek kinematikai vizsg§lat§nak alapk²s®rlet®vel, tov§bb§ annak mennyis®gi 

ki®rt®kel®s®vel jegyzet¿nk elsŖ kºtet®nek Kinematika fejezet®ben r®szletesen foglalkoztunk. A 

  

 

A fizika tan²t§sa I. (elektronikus egyetemi jegyzet) II.5. A rezgŖmozg§s 

kinematik§ja (93. oldal) 

VideoPoint szoftver ismertet®se ®s a leg¼jabb (VideoPoint 2.5) 

verzi·j§nak ingyenesen letºlt®se: 

https://www.presentationpoint.com/software/videopoint/ 

https://en.freedownloadmanager.org/Windows-PC/VideoPoint.html 

 

LabCamera tºbbfukci·s sz§m²t·g®pes szoftver Kinematika 

programja 

 (helyben kamer§zott, vagy elŖzetesen vide·ra vett mozg§sok 

val·s idejŤ videoanalizis®re) Tov§bbi r®szletek, elŖre elk®sz²tett 

vide·k, felhaszn§l§si aj§nl§sok a forgalmaz· honlapj§n:  

 https://www.mozaweb.hu/LabCamera 

http://fiztan.phd.elte.hu/letolt/fizika_tanitasa_1.pdf
http://fiztan.phd.elte.hu/letolt/fizika_tanitasa_1.pdf
https://www.presentationpoint.com/software/videopoint/
https://en.freedownloadmanager.org/Windows-PC/VideoPoint.html
https://www.mozaweb.hu/LabCamera
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1.2. Rezg®sek ºsszet®tele 

(kieg®sz²tŖ emelt szintŤ tananyag) 

K¿lºnbºzŖ rezg®sek ºsszet®tele tºbb ®rdekess®get tartalmaz, ami teljesebb® teszi az ®rdeklŖdŖ 

di§kok rezg®sekrŖl alkotott k®p®t. A t®makºr egyik lehets®ges megkºzel²t®se a matematikai ¼t, 

ami felt®telezi a forg§sszºgek szºgf¿ggv®nyeinek rutinos kezel®s®t, a m§sik fizikai szeml®let 

form§l§sa szempontj§b·l legal§bb ilyen hasznos a k²s®rleti megkºzel²t®s. Ez ut·bbi a 

LabCamera sz§m²t·g®pes vide·analiz§l· program seg²ts®g®vel szeml®letes ®s egyszerŤ.  

 

 

Demonstr§ci·s m®r®s a rezgŖmozg§s ®s az egyenletes kºrmozg§s 

kapcsolat§ra (MR1.) 

R®szletek >>> 

Egyir§ny¼, egyezŖ frekvenci§j¼ rezg®sek ºsszegz®se (MR2.) 

(Emelt szintŤ, kieg®sz²tŖ k²s®rlet) 

R®szletek >>> 

Egym§sra merŖleges rezg®sek ºsszet®tele (MR4.) 

(Emelt szintŤ, kieg®sz²tŖ k²s®rlet) 

R®szletek >>> 

Egyir§ny¼, kicsit elt®rŖ frekvenci§j¼ rezg®sek ºsszegz®se ï 

ĂLEBEG£Sò (MR3.) 

(Emelt szintŤ, kieg®sz²tŖ k²s®rlet) 

R®szletek >>> 
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1.3. A harmonikus rezgŖmozg§s dinamikai le²r§sa 

A line§ris erŖtºrv®ny, mint a harmonikus rezg®s dinamikai felt®tele  

A dinamika alapegyenlet®t felhaszn§lva ï a gyorsul§s-idŖ ºsszef¿gg®s ismeret®ben ï vizsg§ljuk 

meg a harmonikus rezgŖmozg§s dinamikai felt®tel®t! 

 

A fizika tan²t§sa I. (elektronikus egyetemi jegyzet) III.2.3.2. A 

harmonikus rezgŖmozg§s dinamik§ja (195. oldal) 

 

1.4. A rezg®sidŖ meghat§roz§sa 

(A feldolgoz§s javasolt m·dja: front§lis oszt§lymunka) 

A kºz®piskolai fizika tipikus megismer®si ¼tja indukt²v, k²s®rleteken, m®r®seken alapul. Ritk§n 

ad·dik alkalom a dedukt²v ¼t bemutat§s§ra, azaz arra, hogy elm®leti megfontol§s, sz§m²t§s 

alapj§n jussunk ¼j ismeretekhez, amit ezut§n k²s®rletileg ellenŖrz¿nk. Ilyen a dedukci·t 

szeml®ltetŖ lehetŖs®gk®nt k²n§lkozik a rezg®sidŖ elm®leti meghat§roz§sa sz§m²t§ssal.  

A rezg®sidŖ a harmonikus rezgŖmozg§s mozg§segyenlet®bŖl egyszerŤ sz§m²t§ssal levezethetŖ. 

Az  

Ὂ Ὀὼ ά‫ὼ 

mozg§segyenlet §trendez®s®vel, egyszerŤs²t®s ut§n kapjuk a: Ὀ ά‫  ºsszef¿gg®st. 

Behelyettes²tve az ɤ kºrfrekvenci§t (‫ ), majd a kapott egyenletbŖl kifejezve a rezg®sidŖt, 

megkapjuk a harmonikus rezg®s kºzismert rezg®sidŖ-k®plet®t:  

Ὕ ς“
ά

Ὀ
 

Az eredm®ny szerint a rezg®s T peri·dusideje ar§nyos a test tºmeg®nek n®gyzetgyºk®vel ®s 

ford²tottan ar§nyos a D rug·§lland· n®gyzetgyºk®vel.  

Az elm®leti ¼ton levezetett rezg®sidŖ-k®plet helyess®ge term®szetesen k²s®rleti ellenŖrz®st k²v§n, 

amirŖl nem szabad megfeledkezni!  

Alapszinten k²s®rleti ellenŖrz®sk®nt megel®gedhet¿nk a kvalitat²v ellenŖrz®ssel. A rezg®sidŖ 

formula ismeret®ben a di§knak meg kell mondania mit v§r, ha ugyanarra a rug·ra nagyobb vagy 

kisebb tºmegŤ testet erŖs²t, illetve, ha a rug·t cser®li ki egy m§sik rug·ra. A kvalitat²v v§laszhoz 

hozz§ tartozik az indokl§s ®s a m®r®ssel tºrt®nŖ ellenŖrz®s.  

http://fiztan.phd.elte.hu/letolt/fizika_tanitasa_1.pdf
http://fiztan.phd.elte.hu/letolt/fizika_tanitasa_1.pdf
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Emelt szinten mennyis®gi szeml®letet v§runk el a di§kokt·l. ĉgy p®ld§ul igazolja egyszerŤ 

k²s®rlettel, hogy az adott rug·ra akasztott test rezg®sideje a tºmeg n®gyzetgyºk®vel ar§nyos (a 

k²s®rlethez a rug·n t¼l egyforma testekbŖl iskolai tºmegsorozat §ll rendelkez®sre.)  

 

1.5. Kis kit®r®sŤ fon§linga (matematikai inga) leng®s®nek vizsg§lata 

(A feldolgoz§s javasolt m·dja: front§lis oszt§lymunka) 

K®sz²ts¿k el a k²s®rlethez sz¿ks®ges ing§t! Kb. 1 m hossz¼s§g¼ zsineg egyik v®g®t rºgz²ts¿k 

§llv§nyhoz, m§sik v®g®re akasszunk kis m®retŤ nehezebb testet, pl. 50g-os tºmeget az iskolai 

tºmegsorozatb·l. A m®r®s egyszerŤen elv®gezhetŖ a LabCamera sz§m²t·g®pes programmal. A 

m®r®s m·dszere nagyon hasonl· a rug·n rezgŖ test vizsg§lat§val, amit A fizika tan²t§sa I. 

(elektronikus egyetemi jegyzet) II.5. A rezgŖmozg§s kinematik§ja-ban (93. oldal) ismertett¿nk. 

Az inga mozg§s§t a fonalra akasztott tºmeg sz²nez®s®vel tessz¿k a sz§m²t·g®pes program 

sz§m§ra felismerhetŖv®.  A webkamer§t helyben v®gzett k²s®rlet eset®n §ll²tsuk be ¼gy, hogy a 

f¿ggŖlegesen l·g· ingatest a k®pmezŖ kºzep®re ker¿ljºn, vagy egy kor§bbi k²s®rletrŖl hasonl· 

n®zŖpontb·l k®sz²tett videofelv®telt ®rt®kelj¿nk ki. Ismertess¿k fel a programmal a sz²nes 

ingatestet! A koordin§tarendszer orig·j§t §ll²tsuk a testre! T®r²ts¿k ki n®h§ny cm-nyire az ing§t 

®s hagyjuk mag§ra! K®sz²ts¿nk webkamer§s felv®telt az inga mozg§s§r·l! A felv®tel ideje 

tartson ki j·n®h§ny leng®s megt®tel®ig! 

- Vizsg§ljuk meg a sz§m²t·g®p §ltal rºgz²tett mozg§s v²zszintes (x) ºsszetevŖj®nek idŖ-

grafikonj§t! 

Az inga leng®s®nek kit®r®sf¿ggv®ny®t (®s sebess®g-idŖ f¿ggv®ny®t) a mell®kelt §bra mutatja. 

Az inga kit®r®s-idŖ ®s sebess®g-idŖ f¿ggv®nye teljesen hasonl·, a rug·n rezgŖ test eset®n 

tapasztalthoz. Eszerint a fon§linga leng®se harmonikus rezgŖmozg§snak tŤnik. 

 

Rug· rezg®sidŖ-k®plet®nek igazol§sa m®r®ssorozattal (MR5.) 

R®szletek >>> 

Rug·kkal kapcsolatos egyszerŤ feladatok ï k²s®rleti igazol§ssal 

(MR6.) 

R®szletek >>> 

http://fiztan.phd.elte.hu/letolt/fizika_tanitasa_1.pdf
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- Vizsg§ljuk meg, hogy val·ban harmonikus mozg§sr·l van-e sz· az inga eset®n!  

- Vajon mennyire teljes¿l az inga eset®n a line§ris erŖtºrv®ny? 

 

A harmonikus rezgŖmozg§s dinamikai felt®tele ï amint a rug· eset®n l§ttuk ï az, hogy a testre 

hat· erŖk eredŖje az egyens¼lyi helyzettŖl sz§m²tott kit®r®ssel egyenes ar§nyban v§ltozz®k ®s 

a kit®r®s ir§ny§val ellent®tes ir§ny¼ legyen.  

 Az ingatest mozg§sa k®nyszermozg§s, ami a fonal 

hossz§val meghat§rozott kºr²v ment®n tºrt®nik, az igatest 

sebess®ge a f¿ggŖleges kºt®lhelyzetben a legnagyobb, a 

sz®lsŖ helyzetek fel® csºkken. A kit®r®sben l®vŖ ingatestre 

k®t erŖ hat, a neh®zs®gi erŖ (άὫᴆ), ir§nya mindig 

f¿ggŖleges, ®s a kºt®l h¼z·ereje (ὑᴆ), ir§nya mindig 

kºt®lir§ny¼ ®s a kºt®l felf¿ggeszt®si pontj§nak ir§ny§ba 

mutat. Mivel a kºt®lerŖ a kºt®l pillanatnyi helyzet®vel 

v§ltozik, a k®t erŖ eredŖje is v§ltozik a mozg§s sor§n. A 

le²r§s §ltal§nos esetben nem egyszerŤ. Ha azonban csak a 

webkamer§val felvett v²zszintes mozg§skomponenst 

meghat§roz· erŖ ®rdekel benn¿nket, ®s megel®gsz¿nk a 

kis kit®r®sŤ leng®sek (Ŭ Ò 5o) ®rtelmez®s®vel, j· kºzel²tŖ 

le²r§s adhat·. 

Bontsuk fel a neh®zs®gi erŖt k®t ºsszetevŖre, az egyik 

legyen mindig a kºt®l ir§ny§ba mutat·, a m§sik erre 

merŖleges, azaz a kºrp§lya ®rintŖj®be esŖ. A kºt®lerŖ ®s a neh®zs®gi erŖ kºt®l ir§ny¼ 

komponens®nek eredŖje a kºrp§lya kºz®ppontja fel® mutat· gyorsul§s-ºsszetevŖ®rt felelŖs, a 

neh®zs®gi erŖ ®rintŖ ir§ny¼ ºsszetevŖje a p§lyamenti gyorsul§s®rt. Ha az inga kit®r®se kicsi, a 
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p§lyamenti elmozdul§s j· kºzel²t®ssel megegyezik az elmozdul§s v²zszintes ºsszetevŖj®vel, 

azaz ὰ‌ὰίὭὲ‌Ȣ  Kºvetkez®sk®ppen az ingamozg§s v²zszintes ir§ny¼ mozg§sºsszetevŖj®t 

meghat§roz· erŖt kºzel²thetj¿k az ®rintŖmenti erŖºsszetevŖvel. Az §bra a kit®r®sben l®vŖ ing§t 

®s az ingatestre hat· erŖket mutatja. 

Megjegyz®s:  

- A ίὭὲ‌‌ kºzel²t®st §ltal§ban Ŭ Ò 5o eset®n tartjuk elfogadhat·nak. Val·j§ban 

azonban ez a m®r®si pontoss§gt·l f¿gg. Kisebb pontoss§ggal megel®gedve, a kºzel²t®s 

ak§r 15 fokos szºgig is j·l haszn§lhat·. 

A neh®zs®gi erŖ ®rintŖ ir§ny¼ komponens®t (Ὂï) a vektorh§romszºg seg²ts®g®vel tudjuk fel²rni, 

ha ®szrevessz¿k, hogy az inga pillanatnyi kit®r®s®t jellemzŖ Ŭ szºg v§lt·szºgk®nt itt is 

berajzolhat·. Eszerint 

Ὂï άὫίὭὲ‌ 

Az §bra szerint a kit®r²tett inga fonala (l) az inga v²zszintes kit®r®se (x) ®s az inga egyens¼lyi 

helyzet®t jelentŖ f¿ggŖleges szint®n der®kszºgŤ h§romszºget ad, benne a kit®r®si szºggel (Ŭ) 

Innen sinŬ ®rt®ke ίὭὲ‌ alakban adhat· meg. Ezt behelyettes²tve a fenti erŖ-egyenletbe azt 

kapjuk, hogy: 

Ὂï άὫ
ὼ

ὰ
 

Mivel a v²zszintes erŖºsszetevŖ ar§nyos a kit®r®ssel, eleget tesz a harmonikus rezgŖmozg§s 

felt®tel®nek, a line§ris erŖtºrv®nynek.  

Az inga eset®re j· kºzel²t®ssel ®rv®nyes line§ris erŖtºrv®nyt megfeleltethetj¿k a D direkci·s 

§lland·j¼ rug· erŖtºrv®ny®nek, ha a direkci·s §lland· ®rt®k®t  Ὀ -nek v§lasztjuk.  Azt is 

mondhatjuk, hogy az inga leng®s®t olyan rug· rezg®s®vel helyettes²thetj¿k, amelynek effekt²v 

rug·§lland·ja Ὀ . Ha ezt az effekt²v rug·§lland·t behelyettes²tj¿k a rug· 

rezg®sidŖk®plet®be, ki tudjuk sz§m²tani az inga leng®sidej®t. 

Eszerint  

Ὕ ς“
ά

Ὀ
ς“

ά
άὫ
ὰ

ς“
ὰ

Ὣ
 

A kis kit®r®sek eset®n ®rv®nyes kºzel²t®st tartalmaz· levezet®s v®geredm®nye term®szetesen 

k²s®rleti ellenŖrz®sre, igazol§sra szorul.  

AlapszintŤ ellenŖrz®s 

- Alapszinten elfogadhat· ellenŖrz®st jelent, ha egy fon§linga hossz§t lem®rve 

kisz§m²tjuk a k®plettel a v§rt leng®sidŖt, majd stopperrel lem®rj¿k 10 leng®s idej®t, majd 

a m®r®si eredm®nyt elosztva t²zzel ºsszehasonl²tjuk a k®plettel sz§m²tott leng®sidŖvel. 

Term®szetesen k²s®rleti igazol§sk®nt megfelel, ha a bevezetŖ sz§m²t·g®pes m®r®s sor§n 

haszn§lt inga hossz§t ismerj¿k ®s azt a kapott k®pletbe helyettes²tve kisz§m²tjuk a 

leng®sidŖt, majd a sz§m²tott ®rt®ket ºsszevetj¿k a grafikonr·l leolvashat· leng®sidŖvel.  
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- A leng®sidŖ-formula igazol§s§nak tekinthetŖ az is, ha a formula alapj§n sz§molva ¼n. 

Ăm§sodperc-ing§tò k®sz²t¿nk, ®s azt m®r®ssel hiteles²tj¿k. (m§sodpercing§nak azt a 

fon§ling§t nevezz¿k, amely egyik sz®lsŖ helyzet®bŖl 1 m§sodperc alatt jut a m§sikba, 

azaz leng®s®nek peri·dusideje T = 2 s.)  

AlapszintŤ oszt§lyban az sem felesleges, ha fakultat²v alapon a di§kok k²s®rleteket v®geznek a 

kºznapi gondolkod§sb·l ad·d· t®ves kºvetkeztet®sek c§folat§ra is.  

- Ilyen t®ved®s p®ld§ul azt gondolni, hogy az inga leng®sideje nŖ, ha a kit®r®se nagyobb, 

(hiszen a hosszabb ¼t megt®tel®hez tºbb idŖ sz¿ks®ges). A t®ved®s k²s®rleti c§folatak®nt 

m®rj¿k a leng®sidŖt kisebb, majd kb. k®tszeres kit®r²t®s eset®n! (Term®szetesen arra 

¿gyeln¿nk kell, hogy a nagyobb kit®r²t®s eset®n is alkalmazhat· legyen a a line§ris 

kºzel²t®s.  

- Hasonl· Ălogikusnakò tŤnŖ f®lre®rt®s lehet, hogy a leng®sidŖ az ingatest tºmeg®tŖl is 

f¿gg. Azonos kºt®lhossz eset®n k¿lºnbºzŖ tºmegŤ ingatestekkel v®gzett leng®sidŖ-

m®r®s jelzi a t®ved®st.  

Term®szetesen a t®vk®pzeteket c§fol·, negat²v eredm®nyŤ k²s®rletekhez kapcsol·dva fel kell 

h²vni a di§kok figyelm®t arra, hogy a m®r®seket adott fºldrajzi helyen v®gezz¿k, ahol a 

neh®zs®gi gyorsul§s §lland·, ²gy a leng®sidŖ egyetlen param®ter, az ingahossz f¿ggv®nye.  

 

Emelt szintŤ m®r®s 

Emelt szintŤ tanul·csoportban, ahol a di§kok egy r®sze ®retts®gi vizsg§ra k®sz¿l fizik§b·l, 

formula ellenŖrz®s®re ®rdemes m®r®ssorozatot v®gezni, amivel igazoljuk, hogy a fon§linga 

leng®sideje az ingahossz n®gyzetgyºk®vel ar§nyos.  

1.6. Line§ris erŖtºrv®ny hat§s§ra fell®pŖ harmonikus rezg®s rug· n®lk¿l  

(emelt szintŤ kieg®sz²tŖ anyag) 

A rug·n rezgŖ test harmonikus rezgŖmozg§s§t a line§ris erŖtºrv®nyŤ rug· gener§lja. A 

fentiekben megmutattuk, hogy a kis kit®r®sŤ fon§linga leng®se j· kºzel²t®ssel v²zszintes ir§ny¼ 

harmonikus rezg®snek tekinthetŖ. Ezt a tapasztalatot azzal ®rtelmezt¿k, hogy az ingatestre hat· 

erŖk eredŖj®re vonatkoz·an j· kºzel²t®ssel teljes¿l a rug·®hoz hasonl· line§ris erŖtºrv®ny. A 

line§ris erŖtºrv®nyben a kit®r®s egy¿tthat·jak®nt szereplŖ ar§nyoss§gi t®nyezŖ anal·gi§s alapon 

az effekt²v rug·§lland· szerep®t tºlti be. Ezt be²rva a rug· rezg®sidŖ-k®plet®be meghat§rozhat· 

a fon§linga leng®sideje. Az inga eset®n eredm®nyesnek bizonyul· m·dszer sz§mos m§s esetben 

is haszn§lhat·, ha bel§tjuk, hogy a periodikusan mozg· testre a rug·®hoz hasonl· line§ris 

M®r®ssorozat annak igazol§s§ra, hogy az inga leng®sideje a fon§l 

hossz§nak n®gyzetgyºk®vel ar§nyos (MR7.) 

R®szletek >>> 
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erŖtºrv®ny ®rv®nyes. Az erŖtºrv®ny matematikai hasonl·s§ga alapj§n a harmonikus 

rezgŖmozg§sra kapott eredm®nyek m§s, a rezgŖ rug·t·l nagyon elt®rŖ m§s rendszerekre is 

alkalmazhat·v§ teszik a rezg®sidŖ-k®plet alkalmaz§s§t. Az ezt illusztr§l· p®ld§kkal sikerrel 

fejleszthetj¿k a di§kok anal·gi§s gondolkod§s§t, ami a fizik§ban j·l haszn§lhat·. 

 

1.7. A rezgŖmozg§s energetikai vizsg§lata 

Periodikus energiakicser®lŖd®s jelens®ge rezgŖmozg§s sor§n 

Az energetikai vizsg§latot c®lszerŤ a mechanikai energiafajt§k (magass§gi (helyzeti) ®s 

mozg§si energia), valamint a munkat®tel §tism®tl®s®vel kezdeni.  A fizika tan²t§sa a 

kºz®piskol§ban I. kºtet III. Dinamika fejezet 3.2.5 pontj§ban (270. oldal) r®szletesen 

foglalkoztunk a rug·erŖ munk§j§val, valamint a munkat®tel alkalmaz§s§val a puszt§n a rug·erŖ 

hat§s§ra mozg· test eset®n. A rug·ra akasztott test mozg§s§t vizsg§lva ®rdemes visszaid®zni, 

hogy a rug· megny¼jt§skor a rug· egyre nºvekvŖ visszah¼z· ereje ellen v®gz¿nk munk§t. A 

munkav®gz®s eredm®nyek®nt a megfesz²tett rug·nak
 
Ὁ Ὀὼ rugalmas energi§ja lesz, 

ahol D a rug·§lland·, x a rug· teljes megny¼l§sa. 

A rug·ra akasztott test mozg§s§t vizsg§lva c®lszerŤ a megbesz®l®st kvalitat²v k²s®rlettel 

kezdeni. V®gezz¿nk egyszerŤ szabadk®zi demonstr§ci·s k²s®rletet (webkamera n®lk¿l) ®s 

®rtelmezz¿k kvalitat²v szinten a rezg®s energi§j§t a test k¿lºnbºzŖ kit®r®sŤ helyzeteiben!  

A rug·n l·g· testet h¼zzuk kiss® lefel®, majd engedj¿k el! A test kit®r®s®t az egyens¼lyi 

helyzettŖl m®rve a kit®r²t®s m®rt®ke ïA, ez a rezg®s als· maxim§lis kit®r®se (amplit¼d·ja). Ezt 

a legals· szintet v§lasszuk a helyzeti energia z®rus-szintj®nek! Indul§skor teh§t a test helyzeti 

energi§ja z®rus. Az ind²t§s pillanat§ban a testnek sebess®ge sincs, teh§t kinetikus energi§ja is 

z®rus. Ebben a helyzetben csak a rug· fesz²tett, ®s annak van energi§ja. A rendszer 

ºsszenergi§ja teh§t megegyezik a leh¼zott rug· energi§j§val.  

Az elengedett test felfel® kezd mozogni, helyzeti energi§ja ®s kinetikus energi§ja a kor§bbi 

egyens¼lyi helyzetig nŖ, a rug· energi§ja azonban csºkken, hiszen megny¼l§sa is csºkken. Az 

egyens¼lyi helyzetben a rendszer ºsszenergi§ja a test kinetikus energi§j§b·l, a test helyzeti 

energi§j§b·l ®s a rug· lecsºkkent rugalmas energi§j§b·l tevŖdik ºssze. Az egyens¼lyi helyzet 

fºl® emelkedve a helyzeti energia tov§bb nºvekszik, a kinetikus energia a sebess®g csºkken®se 

miatt csºkken, a rug· energi§ja szint®n csºkken. FelsŖ sz®lsŖ helyzetben a test +A t§vols§gnyira 

emelkedett az egyens¼lyi helyzet fºl®. A helyzeti energia itt maxim§lis, a test a sz®lsŖ 

P®ld§k k¿lºnbºzŖ rezgŖ rendszerek t§rgyal§s§ra line§ris 

erŖtºrv®ny¿k fel²r§sa alapj§n (MR8.) 

(emelt szintŤ fakultat²v tananyag) 

R®szletek >>> 

http://fiztan.phd.elte.hu/letolt/fizika_tanitasa_1.pdf
http://fiztan.phd.elte.hu/letolt/fizika_tanitasa_1.pdf
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helyzetben egy pillanatig §ll, teh§t kinetikus energi§ja z®rus, a rug· megny¼l§sa ®s ebbŖl 

ad·d·an az energi§ja is itt a legkisebb. Ezut§n a test ism®t lefel® mozog, helyzeti energi§ja 

csºkken, kinetikus energi§ja az egyens¼lyi helyzetig nºvekszik, azut§n csºkken, a rug· 

energi§ja eg®szen az als· sz®lsŖ helyzetig nºvekszik. A rezg®s minden peri·dusa sor§n az 

energiaviszonyok a fentiekhez hasonl·an v§ltoznak.  

Meg§llap²thatjuk, hogy a rezgŖmozg§s sor§n az energiafajt§k v§ltoznak. Am²g egyes 

energiafajt§k csºkkennek, m§sok nºvekednek, vagy ford²tva. A rug·n rezgŖ test ®s a rug· kºzºtt 

periodikusan ism®tlŖdŖ energiacsere l®p fel. 

 

 Az energiaviszonyok elm®leti mennyis®gi le²r§sa (emelt szintŤ kieg®sz²tŖ anyag) 

A fizika egyik legalapvetŖbb tºrv®nye az energiamegmarad§s. A mechanikai energia 

megmarad§s tºrv®nye (l§sd I. kºtet III. Dinamika fejezet 3.2. pont, 199. oldal) akkor ®rv®nyes, 

ha a hat· erŖk potenci§losak. A potenci§los erŖ fogalma a tanul·k sz§m§ra §ltal§ban neh®z. 

Ilyenkor elegendŖ annyit mondani, hogy a mechanikai energia megmarad§s tºrv®nye akkor 

®rv®nyes, ha a s¼rl·d§si erŖ (bele®rtve a kºzegellen§ll§si erŖt is) hat§sa elhanyagolhat·. 

K²s®rleti vizsg§latokban e felt®telnek nem kºnnyŤ megfelelni, hiszen kºzºns®ges kºr¿lm®nyek 

kºzºtt a rug·n rezgŖ test mozg§sa hosszabb-rºvidebb idŖ alatt lecsillapodik, a test az egyens¼lyi 

helyzetben nyugalomba ker¿l. Tapasztalhat· azonban, hogy haa rezgŖ test tºmege nagy, m®rete 

kicsi ®s mozg§s§t a levegŖ ellen§ll§s§n k²v¿l semmi nem akad§lyozza, az egym§st kºvetŖ 

peri·dusokban a rezg®s alig ®szrevehetŖen csillapodik. Ilyen esetben j· kºzel²t®ssel teljes¿l a 

mechanikai energiamegmarad§s tºrv®nye. A rezgŖ test energiaviszonyainak mennyis®gi 

t§rgyal§sa sor§n ezt igazoljuk tºbb® kev®sb® r®szletezett sz§m²t§ssal, majd az elm®leti 

eredm®nyt ºsszevetj¿k webkamer§val v®gzett m®r®s k²s®rleti adataival.  

Kºvess¿k a fenti k²s®rlet kapcs§n tett megfontol§sokat sz§m²t§ssal is! A sz§m²t§sokat elŖszºr 

v®gezz¿k el a rezg®s karakterisztikus pontjaira, az als· sz®lsŖ helyzetre, az egyens¼lyi helyzetre 

®s a felsŖ sz®lsŖ helyzetre! 

A rug·n l·g· test egyens¼lya eset®n:  

άὫ Ὀὼ π 

A rezg®s ind²t§sakor a testet az egyens¼lyi helyzetbŖl A t§vols§ggal h¼ztuk le.  

Az indul§s pillanat§ban a rendszer ºsszenergi§j§t a fesz¿lŖ rug· energi§ja adja, azaz 

ὉĘ Ὁ
ρ

ς
Ὀὼ ὃ

ρ

ς
Ὀὼ Ὀὼὃ

ρ

ς
Ὀὃ 

Az egyens¼lyi helyzeten §thaladva a test helyzeti energi§ja Ὁ άὫὃ, mozg§si energi§ja 

maxim§lis (Ὁ άὺ ), a rug· megny¼l§sa ®ppen ὼ, energi§ja Ὁ Ὀὼ 

A rendszer ºsszenergi§ja: 

ὉĘ
ρ

ς
Ὀὼ

ρ

ς
άὺ άὫὃ 

http://fiztan.phd.elte.hu/letolt/fizika_tanitasa_1.pdf
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Alak²tsuk §t az ºsszenergia kifejez®s®t, felhaszn§lva, hogy a sebess®g-amplit¼d· ®rt®ke ὺ

ὃ‫ ὃ , tov§bb§ άὫ Ὀὼ! Ezt felhaszn§lva, a rendszer ºsszenergi§ja 

ὉĘ
ρ

ς
Ὀὼ Ὀὼὃ

ρ

ς
Ὀὃ 

azaz a rendszer ºsszenergi§ja az egyens¼lyi helyzeten §thaladva megegyezik a kezdeti energia 

®rt®k®vel. 

Vizsg§ljuk a rendszer ºsszenergi§j§t a felsŖ sz®lsŖ helyzetben! A testnek ott nincs mozg§si 

energi§ja, helyzeti energi§ja Ὁ ςάὫὃ, a fesz¿lŖ rug· energi§ja 

Ὁ
ρ

ς
Ὀὼ ὃ  

A rendszer ºsszenergi§ja az elŖzŖ l®p®sben alkalmazott helyettes²t®sekkel:  

ὉĘ ςάὫὃ
ρ

ς
Ὀὼ ὃ ςὈὼὃ

ρ

ς
Ὀὼ Ὀὼὃ

ρ

ς
Ὀὃ 

ὉĘ Ὀὼὃ
ρ

ς
Ὀὼ

ρ

ς
Ὀὃ 

Az eredm®ny ism®t azt mutatja, hogy az ºsszenergia v§ltozatlan marad, megegyezik a kezdeti 

energi§val, igazolva a mechanikai energia-megmarad§s tºrv®ny®t. 

 

Megjegyz®s: 

- A rezgŖmozg§s dinamikai le²r§sakor megmutattuk, hogy a rug·ra akasztott test eset®n 

az eredŖ erŖbŖl kitranszform§lhat· a neh®zs®gi erŖ, ha a megfelelŖ kezdŖpontot 

v§lasztunk a mozg§s le²r§s§ra. Ha a kit®r®st a test egyens¼lyi helyzet®tŖl m®rj¿k, akkor 

az eredŖ erŖ Ὀὼ ahol ὼ a test egyens¼lyi helyzet®tŖl m®rt kit®r®se, ®s ώ ὼ ὼ (x 

®s ὼ rendre a rug· pillanatnyi teljes ®s egyens¼lyi megny¼l§sa.) Term®szetesen a 

Ὀὼ eredŖ erŖhºz is rendelhet¿nk potenci§lis energi§t, ami a rug·energia 

anal·gi§j§ra Ὀὼ. Ezt az energi§t nem tekinthetj¿k a felf¿ggesztett rug·ban 

felhalmoz·d· energi§nak, hiszen valamilyen form§ban a rug· ®s a magass§gi energia 

kever®ke. Ezzel a rezg®s sor§n v®gbemenŖ energia§talakul§sokat a mozg§si ®s a line§ris 

erŖtºrv®nybŖl ad·d· potenci§lis energia kºzºtti folyamatos cserek®nt ®rtelmezhetj¿k.  

- A tov§bbiakban, ebben a kieg®sz²t®sben a neh®zs®gi erŖt®rbeli helyzeti energi§t 

magass§gi energi§nak, az eredŖ erŖhºz rendelhetŖt pedig potenci§lis energi§nak 

nevezz¿k. 

Az elm®leti energiasz§m²t§sok ®s a m®r®si eredm®nyek 

ºsszevet®se rug·n rezgŖ test eset®n (MR9.) 

(emelt szintŤ fakultat²v kieg®sz²tŖ anyag) 

R®szletek >>> 
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- MegfelelŖ felk®sz¿lts®gŤ oszt§lyban szeml®letform§l· lehet annak megmutat§sa, hogy 

ha a felf¿ggesztett test mozg§segyenlet®bŖl a neh®zs®gi erŖt kitranszform§ljuk, akkor 

ezzel a transzform§ci·val a rezg®si energi§b·l is kihagyhat·v§ v§lik a magass§gi 

energia. 

A bizony²t§s p®ld§ul a kºvetkezŖk®ppen ad·dik. TetszŖleges pontban a magass§gi, a 

rug· ®s a kinetikus energia ºsszege. 

Ὁ
ρ

ς
Ὀώ άὫώ

ρ

ς
άὺ 

ha a magass§gi energia z®rus pontj§t a rug· 

ny¼jtatlan v®g®nek magass§g§ban 

v§lasztjuk ®s ώ ὼ ὼ a rug· teljes 

megny¼l§sa. 

Az §bra jelºl®seit felhaszn§lva:  

Ὁ
ρ

ς
Ὀὼ ὼ άὫὼ ὼ

ρ

ς
άὺ 

Felhaszn§lva, hogy Ὀὼ άὫ, azt kapjuk, 

hogy  

Ὁ
ρ

ς
Ὀὼ

ρ

ς
άὺ

ρ

ς
Ὀὼ 

Haszn§ljuk fel tov§bb§, hogy ha a rezg®st az als· sz®lsŖ pontb·l ind²tjuk, akkor a 

kit®r®s-idŖ ®s sebess®g-idŖ f¿ggv®ny rendre  ὼ ὃὧέίʖÔ ®s  ὺ ὃʖ ÓÉÎ ʖÔ. 

Be²rva Ŗket az energia kifejez®sbe, ad·dik, hogy  

Ὁ
ρ

ς
Ὀ !ÃÏÓʖÔ

ρ

ς
ά !‫ÓÉÎʖÔ

ρ

ς
Ὀὼ 

Mivel ά‫ Ὀ, az ºsszenergia minden pillanatban 

Ὁ
ρ

ς
Ὀὃ

ρ

ς
Ὀὼ 

ami megegyezik az als· (vagy felsŖ) sz®lsŖ kit®r®si pontban vett energi§val. Ez azt 

jelenti, hogy a rezg®s sor§n az ºsszenergia §lland·. Vegy¿k ®szre tov§bb§, hogy mivel 

Ὀὼ a kinetikus ®s potenci§lis energi§t·l f¿ggetlen §lland·, az is ad·dik, hogy az 

eredŖ erŖhºz rendelt potenci§lis ®s a kinetikus energia ºsszege is §lland·. Megmutattuk 

teh§t, hogy az egyens¼lyi helyzetben v§lasztott orig· eset®n gravit§ci·s potenci§lis 

energia is kitranszform§l·dik a rezgŖ test energiam®rleg®bŖl.  

 

Csillapod· harmonikus rezgŖmozg§s, k®nyszerrezg®s, rezonancia 

(aj§nlott kieg®sz²tŖ tananyag) 

Kºz®piskol§ban az ide§lis harmonikus rezg®sek t§rgyal§s§t hagyom§nyosan kieg®sz²ti a 

csillapod· rezg®sek, a k®nyszerrezg®s ®s a rezonancia-jelens®gek t§rgyal§sa. A rezg®sek 

s¼rl·d§s, vagy kºzegellen§ll§s hat§s§ra csillapodnak, energi§juk folyamatosan csºkken. A 

rezgŖ rendszert ®rŖ periodikus k¿lsŖ k®nyszer (erŖ) hat§s§ra a rezgŖ test kºveti a k®nyszererŖ 

v§ltoz§s§nak ¿tem®t ï ilyenkor besz®l¿nk k®nyszerrezg®srŖl. A k®nyszerrezg®s akkor v§lik 
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kiemelten ®rdekess®, ha a k®nyszererŖ kedvezŖ ¿teme eset®n a rezg®s energi§ja nºvekedni kezd. 

Ilyenkor besz®l¿nk rezonanci§r·l. Az esetek tºbbs®g®ben az energia nºveked®s®nek hat§rt 

szabnak a csillap²t· hat§sok. ElŖfordulhat azonban, hogy a csillap²t§s nem tud g§tat szabni az 

rezg®si energia nºveked®s®nek ®s ²gy a reg®s annyira felerŖsºdik, hogy a rendszer szerkezeti 

k§rosod§sa, sz®tes®se, ¼n. rezonancia-katasztr·fa kºvetkezik be. A fenti jelens®gek k²s®rleti 

bemutat§sa ®s a k²s®rlet kvalitat²v ®rtelmez®se alap- ®s emelt szinten egyar§nt 

szeml®letform§l·. A feldolgoz§s m®lys®g®t a di§kok ®rdeklŖd®se ®s a felhaszn§lhat· idŖkorl§t 

hat§rozza meg. A t®makºr ĂidŖtakar®kosò feldolgoz§s§t a hazai fejleszt®sŤ, Mozaweb §ltal 

forgalmazott interakt²v LabCamera sz§m²t·g®pes programmal aj§nljuk. 

 

Csillapod· rezgŖmozg§s k²s®rleti vizsg§lata LabCamera interakt²v 

sz§m²t·g®pes mozg§ski®rt®kelŖ programmal (MR10.) 

(fakultat²v kieg®sz²tŖ anyag) 

R®szletek >>> 

 

 

K®nyszerrezg®s ®s rezonancia vizsg§lata LabCamera interakt²v 

sz§m²t·g®pes mozg§ski®rt®kelŖ programmal (MR11.) 

 (fakultat²v kieg®sz²tŖ anyag)  

R®szletek >>> 

 

 

Eºtvºs-effektus (a rezonancia egy speci§lis alkalmaz§sa) (MR12.) 

R®szletek >>> 

 

 

Csatolt r¼ding§k leng®s®nek vizsg§lata (MR13.) 

R®szletek >>> 

 

 

Csillap²tatlan leng®sŤ inga k®sz²t®se (MR14.) 

R®szletek >>> 

 



34 
 

Az egyes¿lt §llamokbeli Tacoma-tengerszoroson §t²velŖ h²d 1940. 

november 7-®n egy kºzepes sz®lviharban rezonancia-katasztr·fa 

kºvetkezt®ben leszakadt: 

https://www.youtube.com/watch?v=3mclp9QmCGs 

https://www.youtube.com/watch?v=3mclp9QmCGs
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MECHANIKAI REZG£SEK 

MELL£KLETEI 
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MR1. Demonstr§ci·s m®r®s a kºrmozg§s ®s a rezgŖmozg§s 

kapcsolat§ra 

A k²s®rlet rºvid le²r§sa 

Motor tengely®n l®vŖ keresztr¼don rºgz²tett piros gºmb egyenletes kºrmozg§st v®gez. A 

kamera a kºrp§lya s²kj§b·l, oldalr·l rºgz²ti a mozg§st. 

 

 

A m®r®si feladat  

Vizsg§ljuk az egyenletesen kºrºzŖ test vet¿leti mozg§s§t a LabCamera Kinematika 

m®rŖprogrammal! 

- A grafikonr·l leolvashat· adatok felhaszn§l§s§val igazoljuk, hogy a kit®r®s az idŖ 

szinuszos f¿ggv®nye, a mozg§s teh§t harmonikus rezg®snek tekinthetŖ.  

- Hat§rozzuk meg a rezg®s amplit¼d·j§t ®s peri·dusidej®t!  

- Rajzoltassuk ki a mozg§s kit®r®s-idŖ ®s sebess®g-idŖ grafikonj§t! Hasonl²tsuk ºssze a 

f¿ggv®nyeket!  

A kºrp§lya sugara 15 cm. A WebCam Laboratory Kinematika m®rŖprogramja a sug§r 

kijelºl®s®vel ®s a fenti ®rt®k megad§s§val kalibr§lhat·. 

 

A k²s®rlet ki®rt®kel®se, eredm®nyek, kºvetkeztet®sek 

A kºrmozg§s v®gzŖ test x ir§ny¼ kit®r®s®t az idŖ f¿ggv®ny®ben a grafikon mutatja.  
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A sz§m²t·g®p §ltal felrajzolt grafikon szab§lyos Ăhull§mvonalaò alapj§n az inga leng®se ®s a 

rug·n rezgŖ test mozg§sa hasonl·. A grafikonr·l leolvashat· a mozg· test maxim§lis kit®r®se 

(amplit¼d·: A) ®s a peri·dusidŖ (T). Az ®rt®kek meghat§roz§sa a m®rŖprogram grafikonj§n a 

kurzor, vagy a grafikonra vet²tett h§l·zat oszt§svonalai seg²ts®g®vel tºrt®nhet. A kit®r®s-

amplit¼d· ®rt®ke: a kºrp§lya sugar§val azonos A = R å 15 cm, Az x ir§ny¼ kit®r®s-f¿ggv®ny 

m®rt pei·dusideje: T å 1,97 s . 

A grafikon igazolhat·an szinusz-f¿ggv®ny. Ennek bemutat§s§ra kinagy²tottunk a grafikon 

elej®rŖl egy szakaszt, ami az x = 0 helyzeten pozit²v ir§nyba §thalad· test mozg§s§t mutatja 

addig, am²g a sz®lsŖ helyzetbŖl visszafordulva ism®t §thalad az x = 0 helyzeten.  

 

Felt®telezve a kit®r®s szinuszos idŖf¿gg®s®t, a teljes rezg®sidŖ 360Á-os f§zisszºg ®rt®knek felel 

meg, a T/2 idŖ 180Á, a T/12 30Á f§zisszºget jelent. A f§zisszºget a zºld vonallal jelzett, 

ºnk®nyesen kiv§lasztott kezdŖpontt·l m®rve bejelºlt¿k a grafikonra a -30Á, 0Á, 30Á, 60Á, 90Á, 

120Á, 150Á, 180Á ®s 210Á f§zisszºgeknek megfelelŖ oszt§spontokat. A mozg§s ezen ű 

szºg®rt®kekhez tartoz· kit®r®seket az 

ὼ ὃϽίὭὲ• 

felt®telezett f¿ggv®nybe helyettes²tve kisz§m²thatjuk, ®s ellenŖrizhetj¿k, mennyire felelnek 

meg a kisz§m²tott ®rt®kek a grafikon pontjainak. A kit®r®st c®lszerŤen a grafikonra rajzolt 

h§l·zat oszt§svonal egys®geiben fejezz¿k ki (A = 20 cm). 

A sz§m²tott ®rt®keket az ®rt®kt§bl§zat mutatja 

ű (Á) -30 0 30 60 90 120 150 180 210 

x (oszt§s) -10 0 10 17,6 20 17,6 10 0 -10 

 

A sz§m²tott ®rt®kek j·l egyeznek a sz§m²t·g®pes grafikon pontjaival. Az egyenletes kºrmozg§s 

v²zszintes vet¿lete teh§t  

ὼ ὃϽίὭὲ
ς“

Ὕ
ὸ 

idŖf¿gg®sk®nt ²rhat· fel, ahol A az inga maxim§lis kit®r®se, T a leng®sidŖ. 
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A mozg§s sebess®g-idŖ grafikonja 

A kºrmozg§s v²zszintes vet¿let®nek kit®r®s-idŖ ®s sebess®g-idŖ grafikonj§t egyszerre az §bra 

mutatja.  

 

L§ttuk, hogy a kºrmozg§s v²zszintes vet¿lete a harmonikus rezgŖmozg§sra jellemzŖ szinuszos 

idŖf¿gg®ssel ²rhat· le. A sebess®g-idŖ f¿ggv®ny hasonl·an periodikus, de 90o 

f§zisk¿lºnbs®ggel k²s®ri a kit®r®s-f¿ggv®nyt.  

 

Demonstr§ci·s k²s®rlet a rezgŖmozg§s ®s az egyenletes kºrmozg§s kapcsolat§ra 

A kapcsolata egyszerŤ k²s®rlettel bemutathat·. Igazolhat·, hogy a rezgŖmozg§s az egyenletes 

kºrmozg§s vet¿lete (tan§ri bemutat· k²s®rlet, front§lis feldolgoz§s) 

 

Lemezj§tsz· korongj§t fedj¿k le kartonlappal, tegy¿nk r§ a korong sz®l®nek kºzel®ben sz²nes 

fakock§t majd §ll²tsuk be a webkamer§t ¼gy, hogy fel¿ln®zetben l§ssa az elrendez®st! A 

k²s®rleti ºssze§ll²t§st az §bra mutatja. A 

lemezj§tsz· sz¿rke korongj§ra piros fa 

pog§cs§t helyezt¿nk a forg§stengelytŖl 10 

cm t§vols§gban. A korong sugar§t 

elŖzetesen lem®rve v®gezz¿k el a m®r®shez 

sz¿ks®ges kalibr§l§st! A 

koordin§tarendszert rºgz²ts¿k a korong 

forg§stengely®hez! A legalacsonyabb 

fordulatsz§mon forgatva a korongot 

k®sz²ts¿nk webkamer§s felv®telt a 

kºrmozg§st v®gzŖ kock§r·l! A felv®tel 

sor§n rajzoltassuk ki a mozg§s x ®s y 

koordin§t§j§nak v§ltoz§s§t! 
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A LabCamera program §ltal rajzolt grafikont az §bra mutatja. 

 

 

A felv®telen j·l megfigyelhetŖ, hogy a kºrmozg§st v®gzŖ test x koordin§t§ja, csak¼gy, mint az 

y koordin§t§ja szinuszosan v§ltozik. Mutassuk meg a kirajzoltatott grafikonon, hogy mindk®t 

mozg§skoordin§ta peri·dusideje ®s maxim§lis kit®r®se azonos. A peri·dusidŖ ®rt®ke 

ellenŖrizhetŖen megegyezik a lemezj§tsz· egy kºrbefordul§s§nak idej®vel, az x ®s y ir§ny¼ 

amplit¼d·k a kºrmozg§st v®gzŖ test kºz®ppontt·l m®rhetŖ t§vols§g§val. A k®t szinusz-

f¿ggv®ny egym§shoz k®pest  f§ziselt®r®st mutat.  

K²s®rleti tapasztalataink szerint az egyenletes kºrmozg§s az x ®s y koordin§t§k ir§ny§ba esŖ 

harmonikus rezg®sekre bonthat·. A k®t rezg®s amplit¼d·ja, peri·dusideje megegyezŖ, 

f§ziselt®r®s¿k . 

EllenŖrz®sk®nt k®sz²ts¿nk olyan felv®telt, oldaln®zetbŖl, hogy a kamera csak az egyik ir§ny¼ 

mozg§sºsszetevŖt ®rz®kelje! A sz§m²t·g®p munkaablak§r·l m®r®s kºzben k®sz²tett fot·n j·l 

l§that· a be§ll²t§s, tov§bb§ a harmonikus rezg®sre jellemzŖ kit®r®sf¿ggv®ny egy szakasza.  

 

A kºrmozg§s v²zszintes vet¿letes elmozdul§s ºsszetevŖje ®s a sz§m²t·g®p §ltal a mozg§s 

vet¿leti sebess®ge az idŖ f¿ggv®ny®ben. A grafikonr·l leolvashat· maxim§lis kit®r®s ®rt®ke a 
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lemezj§tsz· korongj§ra helyezett piros test forg§stengelytŖl m®rt t§vols§ga, A grafikonr·l 

leolvashat· peri·dusidŖ a forg· korong egy kºr¿lfordul§s§nak ideje. Az §br§zolt kit®r®s-idŖ ®s 

sebess®g-idŖ grafikon szinuszos jellegŤ, a k®t periodikus f¿ggv®ny “Ⱦς f§ziseltol·d§st mutat.  

 

 

Vissza >>>   
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MR2. Egyir§ny¼, egyezŖ frekvenci§j¼ rezg®sek ºsszegz®se  

(Emelt szintŤ, kieg®sz²tŖ k²s®rlet) 

A k²s®rleti ºssze§ll²t§s 

Ćll²tsuk ºssze a fot·n l§that· k²s®rleti elrendez®st! Az §llv§nyon k®t 

kºzel egyforma rug·n egy-egy azonos nagys§g¼, viszonylag nagy 

tºmegŤ test f¿gg. (A k®t rezg®st egyszerre elind²tva ellenŖrizhetj¿k a 

rezg®sidŖk egyenlŖs®g®t vagy elt®r®s®t. Tov§bbi kis tºmegek 

r§helyez®s®vel finoman v§ltoztathat·k a rezg®sidŖk, be§ll²thatjuk, 

hogy a k®t test frekvenci§ja gyakorlatilag megegyezzen, illetve 

k¿lºnbºzzºn.) 

A k®t nagyobb testet fess¿k be k¿lºnbºzŖ sz²nŤre, vagy ragasszuk 

kºrbe sz²nes pap²rral, hogy a sz§m²t·g®pes program felismerje Ŗket ®s 

mozg§sukat kºvesse. A k®t nagyobb test alj§ra rºgz²ts¿nk akaszt· 

horgot ®s hurkoljunk r§ hosszabb, erŖs c®rn§t! A c®rnahurokra 

akasszunk kºnnyŤ mozg·csig§t, aminek §ll§s§t a tengely®re akasztott 

kisebb s¼llyal stabiliz§ltuk! A csig§ra akasztott kis testet jelºlj¿k meg 

harmadik sz²nnel!  

A k²s®rleti ºssze§ll²t§ssal p§rhuzamos rezg®sek ºsszet®tele 

tanulm§nyozhat·. Az al§bbiakban le²rt k²s®rletrŖl k®sz²ts¿nk minden 

esetben webkamer§s felv®teleket! A sz§m²t·g®ppel kirajzoltatott kit®r®s-idŖ grafikonon a 

h§rom k¿lºnbºzŖ sz²nŤ testnek megfelelŖen h§rom rezg®sgºrb®t kapunk. 

 

Azonos frekvenci§j¼, ellent®tes f§zis¼ rezg®sek ºsszegzŖd®se 

Ćll²tsuk be k²s®rleti ºssze§ll²t§sunkat ¼gy, hogy a nagy testek rezg®sideje (k¿lºn-k¿lºn) 

egyenlŖ legyen! Ind²tsuk el a k²s®rletet a nagy tºmegek ellent®tes ir§ny¼ egyforma nagys§g¼ 

f¿ggŖleges kimozd²t§s§val! A k®t rug·n f¿ggŖ nagy tºmeg ellent®tes f§zisban rezeg, a k®t 

rezg®s egy¿ttes hat§s§t (ºsszegzŖd®s®t) mutat· csiga azonban ï a rajta l®vŖ kis testtel egy¿tt ï 

gyakorlatilag mozdulatlan marad. 

A k²s®rlet kºzben k®sz¿lt fot· a WebCam-program munkaablak§t mutatja. 
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Azonos frekvenci§j¼, megegyezŖ f§zis¼ rezg®sek  

Ism®telj¿k meg a k²s®rletet az elŖbbi ºssze§ll²t§sban ¼gy, hogy a k®t nagyobb tºmeg rezg®s®t 

azonos f§zisban ind²tjuk (pl. egyform§n mindkettŖt leh¼zzuk, majd elengedj¿k), hasonl· 

kit®r®sŤ rezg®st mutat a csig§n l®vŖ kisebb piros test is. A m®r®s eredm®nyek®nt ad·d· 

grafikont az §bra mutatja. 

 

A grafikonon l§that· felsŖ szinuszhull§m tulajdonk®ppen a k®t nagy (zºld ®s k®k) test egybeesŖ, 

egym§st fedŖ rezg®s-diagramja. A vel¿k szinkronban, de lejjebb fut· piros gºrbe a piros csiga 

rezgŖmozg§s§t mutatja. A diagramon a piros test ®s a k®t m§sik rezg®s amplit¼d·i 

megegyeznek. Ez azonban nem azt jelenti, hogy a k®t rezg®s hat§sa ºsszegzŖdve jelentkezne a 

kis test mozg§s§ban. Mivel a k®t rezg®s egy¿tt v§ltoztatja a testekre erŖs²tett ®s a csig§t tart· 

zsineg felsŖ k®t v®g®t, a mozg· csiga ®rtelemszerŤen ugyanennyit mozdul el. 

 

Vissza >>>   
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MR3. Egyir§ny¼, kicsit elt®rŖ frekvenci§j¼ rezg®sek ºsszegz®se ï 

ĂLEBEG£Sò 

(Emelt szintŤ, kieg®sz²tŖ k²s®rlet) 

Lebeg®s: kicsit elt®rŖ frekvenci§j¼, egyir§ny¼ rezg®sek ºsszegzŖd®se  

V®gezz¿k el a k²s®rletet kiss® elhangolt frekvenci§j¼ ºsszetevŖkkel. A k®t rug·n l·g· nagy test 

frekvenci§j§t tºmeg¿k kis megv§ltoztat§s§val ®rhetj¿k el. Ind²tsuk el azonos f§zisban a k®t nagy 

test rezg®s®t ®s figyelj¿k meg, illetve WebCam-felv®telen rºgz²ts¿k a testek mozg§s§t! A 

k²s®rlet eredm®ny®t az §bra mutatja.  

  

 

Hat§rozzuk meg a grafikonr·l a k®k ®s a zºld sz²nŤ rezgŖ testek rezg®sidej®t, illetve rezg®si 

frekvenci§j§t ®s ezek k¿lºnbs®g®t!  

Vizsg§ljuk meg ®s jellemezz¿k, illetve ®rtelmezz¿k a k®t ºsszetevŖ rezg®s eredŖj®t megmutat· 

piros grafikon ®rdekes saj§ts§gait! Olvassuk le a grafikonr·l az ingadoz· kit®r®sŤ eredŖ rezg®s 

TL peri·dusidej®t (a maxim§lis kit®r®sŤ helyek, illetve az egym§st kºvetŖ csom·pontok kºzti 

idŖk¿lºnbs®get)! Igazoljuk, hogy az eredŖ rezg®s ¼n. lebeg®si (ingadoz§si) frekvenci§ja (Ὢ

 ) az ºsszetevŖ k®t rezg®s frekvenci§j§nak a k¿lºnbs®ge: 

Ὢ Ὢ Ὢ 

A k®t ºsszetevŖ rezg®s peri·dusideje a kºzºlt grafikon k®t felsŖ gºrb®j®rŖl hat§rozhat· meg. A 

felsŖ k®k grafikon szerint 11 sec idŖ alatt a test 10,5 teljes rezg®st v®gzett. A lassabb zºld test 

alatta l®vŖ grafikonj§r·l leolvashat·, hogy ugyanezen 11 sec alatt az csak 9,5 rezg®st v®gzett, 

²gy a rezg®sidŖk ®rt®ke: Tk®k  1,05 s, Tzºld  1,16 s, a frekvenci§k Ὢï ȟ
πȟωυ ρίϳ, 

ὪĘ ȟ
πȟψφ ρίϳ. 

A k®t k¿lºnbºzŖ frekvenci§j¼ rezg®s eredŖje peri·dikusan v§ltoz· amplit¼d·j¼ rezg®s. Az ilyen 

saj§tos grafikonokra haszn§ljuk a Ălebeg®si gºrbeò megjelºl®st. A lebeg®si gºrbe ®s a felette 
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l§tsz· rezg®si gºrb®k ºsszevet®se magyar§zza az eredŖ rezg®s amplit¼d·j§nak ingadoz§s§t. A 

k®t azonos f§zisban ind²tott, de kicsit k¿lºnbºzŖ frekvenci§j¼ rezg®sek kºz¿l az egyik 

(k®p¿nkºn a nagyobb frekvenci§j¼) rezg®s egyre ink§bb Ălehagyjaò a m§sikat, 

f§zisk¿lºnbs®g¿k egyre nŖ ez®rt az eredŖ kit®r®s csºkkenŖ. Amikor a k®t rezg®s aktu§lis f§zisa 

®pp ellent®tes, az eredŖ rezg®s kit®r®se z®rus. A kºvetkezŖ szakaszban a gyorsabb test 

folyamatos siet®se miatt a f§zisk¿lºnbs®g¿k egyre csºkken, ²gy a rezg®sek ºsszegzŖdŖ kit®r®se 

egyre nagyobb, azaz az eredŖ amplit¼d·ja nŖ. A lebeg®si gºrb®n a maxim§lis kit®r®sŤ helyek 

idŖk¿lºnbs®ge (a lebeg®s peri·dusideje) TL = 9,5 s. A lebeg®s frekvenci§ja Ὢ πȟρπρίϳ. 

A lebeg®s frekvenci§ja j·l megegyezik az ºsszetevŖ rezg®sek frekvenci§inak k¿lºnbs®g®vel: 

 Ὢ Ὢ Ὢ πȟωυπȟψφ  πȟπω πȟρρίϳ  

 

Vissza >>> 

  



45 
 

MR4. Egym§sra merŖleges rezg®sek ºsszet®tele  

(Emelt szintŤ, kieg®sz²tŖ k²s®rlet) 

a) MerŖleges helyzetŤ rug·kt·l mozgatott test p§lyagºrb®je  

A f¿ggŖleges helyzetŤ pap²rh§tt®r el® f¿ggessz¿nk spir§lrug·t, amire elŖzetesen egy testet 

akasztottunk. A testhez csatlakoztassunk oldalr·l is egy-egy v²zszintesen megfesz²tett rug·t. 

¦gyelj¿nk arra, a rug·k egyform§k ®s hasonl·an megfesz²tettek legyenek. Ez ut·bbit jelzi, ha 

a test a h§tt®rpap²r kºzepe elŖtt a rajzon bemutatott poz²ci·ban van nyugalomban. Rºgz²ts¿nk 

v®kony injekci·s tŤt egy megfelelŖ tºmegŤ, kºz®pen §tf¼rt f®mtestbe! (a test tºmeg®t a rug·k 

erŖss®g®hez kell m®retezni ¼gy, hogy a rezg®s ne legyen t¼l gyors.) A testet f¿ggessz¿k fel a 

berendez®s §llv§nyzat§ra akasztott rug·ra ¼gy, hogy kb. a h§tt®rpap²r kºzep®ig l·gjon be. A 

rug·kat ¼gy v§lasszuk ki, hogy a test f¿ggŖleges ir§ny¼ kit®r²t®sekor, illetve v²zszintes ir§ny¼ 

megrezget®sekor m®rhetŖ rezg®sidŖk kºzel azonosak legyenek!  

 

 

A testbe helyezett injekci·s tŤre csatlakoztassunk hossz¼, n®h§ny mm vastag gumicsºvet 

(szelepgumi) ®s fest®kes v²zzel telesz²vott fecskendŖt! 

T®r²ts¿k ki a testet 45Á-os ferde ir§nyba, kezdj¿k meg a fest®k fecskendez®s®t, majd engedj¿k 

el a testet! A test f¿ggŖleges ®s v²zszintes rezg®st v®gez egyszerre. Az eredŖ mozg§s 

p§lyagºrb®j®t a testbŖl kispriccelt fest®ksug§r felrajzolja a h§tt®rpap²rra. A p§lyagºrbe a k®t 

rezg®s amplit¼d·j§nak ar§ny§t·l ®s a rezg®sek f§zisk¿lºnbs®g®tŖl f¿gg. Ha a rezgŖ test p§ly§j§t 

hossz¼ ideig fecskendezz¿k a h§tt®rpap²rra, akkor ï a rug·k nem tºk®letesen egyenlŖ 

frekvenci§i miatt ï t®glalappal, mint burkol·val kºr¿lhat§rolhat· ĂszŖttesmint§tò kapunk 

(§bra). Az ilyen, soha ºnmag§ba nem z§r·d· gºrbe abban az esetben val·sul meg, amikor a k®t 

egym§sra merŖleges rezg®s frekvenci§j§nak h§nyadosa irracion§lis sz§m. Hacsak nem j§runk 

el k¿lºnleges figyelemmel a rug·k kiv§laszt§sakor ®s be§ll²t§sakor, §ltal§ban ez az eset §ll elŖ. 

A kºr¿lbel¿l azonos frekvenci§j¼ rug·k eset®n a rezg®sek f§zisk¿lºnbs®ge csak lassan v§ltozik. 

Ha rºvid ideig, pl. csak egy peri·dusideig vizsg§ljuk a mozg§st, a h§tt®rpap²rra j· kºzel²t®ssel 

r§fecskendezhetŖk a k¿lºnbºzŖ f§zisk¿lºnbs®gekre jellemzŖ p§lyagºrb®k. Egy kis gyakorlattal 
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rajzolhatunk kºrt, k¿lºnbºzŖen dŖlŖ ®s k¿lºnbºzŖ excentricit§s¼ ellipsziseket, illetve 45Á-os 

egyenest. 

 

 

b) MerŖleges rezg®sek ºsszet®tele Mikola-f®le eszkºzzel  

A merŖleges rezg®sek ºsszet®tel®nek bemutat§s§ra szolg§l· egyszerŤ eszkºzt az §bra mutatja. 

K®t, egym§sra merŖlegesen §ll· laprug· v®g®re egy-egy kºrt§rcsa van felerŖs²tve. Mindk®t 

t§rcs§n kb. 3 cm hossz¼, 1 mm sz®les r®s tal§lhat·. A r®sek a laprug·k ir§ny§ban §llnak, ®s ²gy 

egym§sra merŖleges helyzetŤek. Nyugalmi helyzetben a k®t r®s metsz®spontja a t§rcs§k 

kºz®ppontj§ba esik. 

Vil§g²tsuk §t, majd lencs®vel k®pezz¿k le egy ernyŖre a k®t r®s kºzºs pontj§t! Pend²ts¿k meg a 

k®t laprug·t! A k®t egym§sra merŖleges rezg®st a k®t r®s pillanatr·l pillanatra v§ltoz· 

metsz®spontja ºsszegzi. Azonos saj§tfrekvenci§j¼ laprug·k eset®n a f®nyfolt a k®pernyŖn 

ellipszist vagy kºrt rajzol ki. Az egyik laprug·ra helyezett nehez®k helyzet®nek v§ltoztat§s§val 

kel a k®t rezg®s frekvenci§ja finoman v§ltoztathat·. 

 

c) MerŖleges rezg®sek szuperpoz²ci·ja oszcilloszk·pon  

Egy-egy hanggener§tort kapcsoljunk az oszcilloszk·p v²zszintes, valamint f¿ggŖleges elt®r²tŖ 

lemezp§rj§ra! Ha a k®t oszcill§tor frekvenci§ja azonos, az oszcilloszk·p ernyŖj®n olyan 

ellipszis jelenik meg, amelynek az excentricit§sa (Ăh²zotts§gaò) idŖben v§ltozik, eg®szen az 

egyenes szakaszt jelentŖ hat§resetig. Finom, ®rz®keny szab§lyz§ssal be§ll²that· az §lland· 

f§zisk¿lºnbs®gŤ, stacion§rius rezg®s§llapot. EgyenlŖ amplit¼d·k ®s d = p/2 f§zisk¿lºnbs®g 

eset®n a ĂeredŖò gºrbe kºr. Irracion§lis frekvenciaar§nyok eset®n az n®gyszºgletes befoglal· 

form§ban folytonosan v§ltoz· p§lyagºrb®jŤ vonal, ami legink§bb egy ĂszŖttesò mint§zat§ra 

eml®keztet. Racion§lis h§nyados¼ frekvenciaar§ny be§ll²t§sakor a m§r ugyancsak eml²tett 

Lissajous-gºrb®k jelennek meg az oszcilloszk·p k®pernyŖj®n.  

MegfigyelhetŖ, hogy a megfelelŖ Lissajous-gºrb®k annyi pontban Ă®rintikò a k®pzeletbeli 

burkol· t®glalap b§rmely k®t szomsz®dos oldal§t, mint amennyi a racion§lis ar§nyt kifejezŖ 
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relat²v pr²mek sz§m®rt®ke (p®ld§ul 2:3 eset®n a gºrbe az egyik oldalt 2, a szomsz®dosat 3 

pontban ®rinti, vagy megford²tva)! 

  

d) MerŖleges rezg®sºsszetevŖk §ltal keltett s²kbeli mozg§s vizsg§lata LabCamera 

sz§m²t·g®pes rendszer Kinematika m®rŖprogramj§val  

A k²s®rlet le²r§sa 

A hossz¼ rug·ra f¿ggesztett testet a f¿ggŖlegestŖl sz§m²tott kb. 45o-os szºgben ferd®n lefel® 

h¼zva kit®r²tj¿k egyens¼lyi helyzet®bŖl, majd elengedj¿k. A ferd®n megfesz¿lŖ rug· hat§s§ra 

a test egyszerre v®gez f¿ggŖleges ®s oldalir§ny¼ rezg®st. A k®t rezg®s eredŖjek®nt a test 

n®gyzet-alak¼ ter¿leten bonyolult s²kbeli p§lyagºrb®n mozog.  

  

A m®r®si feladat  

- A LabCamera Kinematika m®rŖprogrammal vizsg§ljunk meg a k®t merŖleges rezg®sbŖl 

ºsszetett mozg§st! 

- A programban opcion§lisan v§laszthat· Ăaz objektum mozg§s§nak vizualiz§l§saò 

funkci· seg²ts®g®vel figyelj¿k meg ®s rºgz²ts¿k a mozg· test nyomvonal§t!  

- Az x ®s y ir§ny¼ mozg§sºsszetevŖk idŖf¿ggv®ny®t kirajzoltatva ®rtelmezz¿k a mozg§s 

s²kbeli p§ly§j§t! 

A LabCamera Kinematika m®rŖprogram kalibr§l§s§hoz haszn§ljuk fel, hogy a mozg· test 

elŖzetesen lem®rt m®reteit (bemutatott m®r®s¿nk eset®n a mozg· test 4,8 cm magass§g¼ 

f®mhenger volt). A m®r®s koordin§tarendszer®t az §br§n l§that·an c®lszerŤ elhelyezni. A 

mozg§s nyomk®p®t az oldals· funkci·gombbal az §bra szerint v§lasztva rºgz²thetj¿k. A 

programmal a nyomk®p felv®tel®vel egyidejŤleg a mozg§s x ®s y ºsszetevŖit az idŖ 

f¿ggv®ny®ben vizsg§ljuk. Ehhez a test szok§sos kijelºl®se (kurzorral kattintva) sz¿ks®ges. 
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A k²s®rlet ki®rt®kel®se, eredm®nyek, kºvetkeztet®sek 

A fot· a baloldalra ferd®n leh¼zva ind²tott test nyomvonal§nak kezdeti szakasz§t mutatja. A 

szaggatott vonal¼ ny²l a mozg· test kiindul§si hely®t jelºli. A jobb oldali ablakban a 

szeml®ltetett mozg§si szakasz x ®s y ºsszetevŖinek idŖf¿gg®se l§that·. Mindk®t grafikon, a 

halv§nyan indul· nyom-gºrb®vel ºsszhangban, a koordin§ta rendszer pozit²v 

kit®r®startom§ny§ban indul. A k®t rezg®s kºzºtt kevesebb, mint negyed peri·dusnak megfelelŖ 

f§zisk¿lºnbs®g van. ElsŖk®nt az y ir§ny¼ rezg®sºsszetevŖ ®rt®ke v§ltozik negat²vra. A k®t 

szinuszgºrbe metsz®spontja jelzi, hogy mindk®t mozg§skomponens ®rt®ke negat²v ®s azonos 

nagys§g¼, aminek a nyomk®pen a 45o-ban dŖlŖ szaggatott ny²llal jelzett pont felel meg. 

 

 

 

A merŖleges rezg®sek ºsszegzŖd®s®nek elm®lete szerint az eredŖ mozg§s p§lyagºrb®je 

(szok§sos elnevez®se: Lissajous-gºrbe) a k®t rezg®s frekvenci§j§t·l ®s azok f§zisk¿lºnbs®g®tŖl 

f¿gg. A legegyszerŤbb esetben a k®t rezg®s frekvenci§ja megegyezik. Ilyenkor 

f§zisk¿lºnbs®gtŖl f¿ggŖen az eredŖ mozg§s lehet 45o-os hajl§s¼ ferde egyenes (ȹ ʟ= 0), kºr 

(ȹʟ = ˊ/2), vagy ak§r ferde helyzetŤ ellipszis is. Ha az ºsszetevŖ rezg®sek frekvenciaar§nya k®t 

eg®sz sz§m h§nyadosak®nt fejezhetŖ ki, a p§lyagºrbe egyszerŤbb, vagy bonyolultabb alak¼, de 

ºnmag§ba z§r·d· gºrbe. A s²kgºrb®k befoglal· form§ja t®glalap vagy n®gyzet. A p§lyagºrbe a 

t®glalap merŖleges oldalait tºbb-kevesebb ponton ®rinti, az ®rint®si pontok sz§m§nak ar§nya 

megegyezik a megfelelŖ rezg®si frekvenci§k ar§ny§val. Ha az ºsszetevŖ rezg®sek frekvenci§i 

v§ltoznak, az eredŖ rezg®sgºrbe nem z§r·dik.  

Eset¿nkben a k®t ºsszetevŖ rezg®s frekvencia ®s f§zisviszonyai a LabCamera programmal 

felvett xït ®s yït grafikonokr·l olvashat· le.  
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A grafikon szerint a k®t rezg®s frekvenci§ja elt®rŖ. Ezt jelzi, hogy a negat²v kit®r®startom§nyb·l 

f§zisban ind²tott k®t rezg®sgºrbe fokozatosan sz®tcs¼szik, majd kb. 6, illetve 7 rezg®snyi idŖ 

(ȹt å 9,15 s) ut§n, ism®t kºzel szinkronba ker¿l. (A k®t helyzetet a grafikonon megjelºlt¿k.) 

Ezut§n a k®t gºrbe ism®t nºvekvŖ f§ziselt®r®st mutat.  

(A k®t rezg®sidŖ ®rt®ke a grafikonr·l leolvashat·: Tx å 1,5 s, Ty å 1,3 s) 

A k®t rezg®s eredŖjek®nt ad·d· Lissajous-gºrbe nem szigor¼an z§rt. Ezt illusztr§lja az al§bbi 

§brasorozat, ami hosszabb idŖ alatt v§ltoz·, egyre sŤrŤsºdŖ mint§zat¼ nyomvonalat mutatja.  

 

A Lissajous-gºrb®k k²s®rleti vizsg§lata a gimn§ziumi fizikatan²t§s emelt szintŤ, 

tehets®ggondoz· foglalkoz§saira aj§nlott. T§rgyal§sa a LabCamera Laboratory sz§m²t·g®pes 

m®rŖprogrammal technikailag egyszerŤ, eredm®nyei l§tv§nyosak.  

Term®szetesen a k²s®rletet vide·ra v®ve a ki®rt®kel®s m§s vide·mozg§sokat analiz§l· 

sz§m²t·g®pes programmal (pl. Tracker) is elv®gezhetŖ. A k²s®rlethez kapcsolt elm®let 

m®lys®g®t a tanul·csoport ®rdeklŖd®se, matematikai tud§sa hat§rozza meg. 

Megjegyezz¿k, hogy a rug·s inga mozg§sa gyakran nem ilyen szab§lyos, hanem kaotikuss§ is 

v§lhat. Ez tºbbnyire akkor kºvetkezik be nagyon l§tv§nyosan, ha az inga erŖtºrv®nye m§r nem 

kºzel²thetŖ line§ris f¿ggv®nnyel. 

 

Vissza >>>   
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MR5. Rug· rezg®sidŖ-k®plet®nek igazol§sa m®r®ssorozattal 

(emelt szintŤ ®retts®gi m®r®s) 

Feladat 

- Igazolja m®r®sekkel a harmonikus rezgŖmozg§s peri·dusidej®nek az ismert rezg®sidŖ 

k®plettel megadott tºmegf¿gg®s®t!  

- Hat§rozza meg a kiadott kŖdarab tºmeg®t a kºzºlt le²r§s szerint!  

 

Sz¿ks®ges eszkºzºk 

Bunsen-§llv§ny, di·, a di·ba befogott r¼d a rug· rºgz²t®s®hez, rug·, ismert tºmegŤ egys®gekbŖl 

§ll· tºmegsorozat, ismeretlen tºmegŤ kŖdarab akaszt·val (tºmege kisebb legyen, mint a teljes 

tºmegsorozat®), stopper.  

Megjegyz®s:  

- Az §llv§nyra rºgz²tett rug·t k®szen kapja a vizsg§z·. (A rug· felf¿ggeszt®si 

magass§g§val behat§rolhat·, hogy a t¼lzott megny¼l§s miatt a rug· ne k§rosodhasson)  

- A tºmegsorozat legal§bb 4 tagb·l §lljon.  

A m®r®s le²r§sa  

A rezg®sidŖ k®plet igazol§s§ra akasszon k¿lºnbºzŖ nagys§g¼ tºmegeket a rug·ra ®s mindegyik 

tºmeg eset®n m®rje a rezg®sidŖt! (A tºmeg v§ltoztat§s§hoz egyforma egys®gekbŖl §ll· 

tºmegsorozatot ®rdemes haszn§lni. Az idŖm®r®s hib§j§nak csºkkent®s®re 10 rezg®s idej®t m®rje, ®s 

ezt ossza 10-zel!)  

A rezg®sidŖ k®plet szerint, adott rug· eset®n, a rezg®sidŖ a rezgŖ tºmeg n®gyzetgyºk®vel ar§nyos: 

Ὕ ς“
ά

Ὀ
 

- V®gezze el a m®r®ssorozatot!  

- A m®r®si eredm®nyeit foglalja t§bl§zatba, majd grafikus §br§zol§ssal igazolja a Ὕͯ Ѝά   

ar§nyoss§got! 

- Akassza az ismeretlen testet a rug·ra ®s m®rje meg a rezg®sidŖt! Az ²gy m®rt rezg®sidŖ ®s az 

elŖzŖleg kim®rt grafikon alapj§n hat§rozza meg az ismeretlen kŖdarab tºmeg®t!  

 

Megold§s  

A rezg®sidŖ-k®pletbŖl ad·d· Ὕͯ Ѝά ar§nyoss§g k²s®rleti igazol§s§ra a rug·ra k¿lºnbºzŖ, ismert 

nagys§g¼ tºmegeket akasztunk, ®s mindegyik tºmeg eset®n m®rj¿k a rezg®sidŖt. 

Az 50 g egys®gekbŖl §ll· tºmeg-sorozat ®s a fot·n l§that· rug·val elv®gzett m®r®sek adatait az 

®rt®kt§bl§zat mutatja.  
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T (s) 0,36 0,51 0,61 0,69 0,77 

m (kg) 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 

Ѝά (kg1/2) 0,22 0,32 0,39 0,45 0,5 

 

A m®rt T rezg®sidŖ ®rt®keket a tºmegek n®gyzetgyºk®nek f¿ggv®ny®ben §br§zolva, a pontok 

az orig·n §tmenŖ egyenesre illeszkednek, a rezg®sidŖ-k®pletbŖl ad·d· ar§nyoss§g teh§t igazolt.  

A kapott grafikon seg²ts®g®vel az ismeretlen test (kŖ) tºmege is meghat§rozhat·, ha a kºvet a 

rug·ra akasztjuk ®s m®rj¿k a rezg®s idej®t.  

Pr·bam®r®s¿nk sor§n a kŖ rezg®sideje 0,65s-nak ad·dott. Az illesztett egyenes §ltal e 

rezg®sidŖhºz tartoz· Ѝά πȟτςυ ὯὫϳ  

A kŖ tºmege teh§t: mkŖ = 0,65 kg. 

 

Megjegyz®s: 

- A grafikon meredeks®g®t (tg)h leolvasva kisz§m²thatjuk a rug·§lland· ®rt®k®t is.   

ὸὫ‌ρȟυ
ς“

ЍὈ
 

amibŖl  

Ὀ
τ“

ὸὫ‌
ρχȟυ ὔȾά 

- Az m®r®s sor§n haszn§lt rug·t jellemzŖ direkci·s §lland· ®rt®ke 17,5 N/m. 

 

Vissza >>>   
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MR6. Rug·kkal kapcsolatos egyszerŤ feladatok ï k²s®rleti igazol§ssal 

Feladat 

Egy rug·, a r§akasztott test hat§s§ra Dx cm-rel 

ny¼lik meg. Mekkora a rezg®s peri·dusideje, ha 

a rug·ra akasztott testet rezg®sbe hozzuk? 

Megjegyz®s:  

- A feladatban szereplŖ Dx 

sz§m®rt®k®t elŖzetes m®r®s alapj§n 

adjuk meg! V§lasszunk ki a 

szert§rban nem t¼l erŖs spir§lrug·t 

®s akasszunk r§ akkora tºmeget, 

hogy a megny¼l§s j·l m®rhetŖ (3-4 cm) legyen, de ne ny¼jtsa meg t¼ls§gosan a rug·t. 

A szert§rban elŖzetesen v®gezz¿k el a rezg®sidŖ m®r®s®t is. 

 

Megold§s 

A rug·ra akasztott rezgŖ test peri·dusidej®t a test m tºmeg®nek ®s a rug· D direkci·s 

§lland·j§nak ®rt®ke hat§rozza meg:  

Ὕ ς“
ά

Ὀ
 

 

Az m/D h§nyados ®rt®k®t a rug·ra akasztott test nyugalmi §llapot§ra fel²rt erŖegyens¼lyb·l 

hat§rozhatjuk meg 

άὫ ὈЎὼ π 

ahonnan 

ά

Ὀ

Ўὼ

Ὣ
 

A keresett rezg®sidŖ teh§t a megadott Dx megny¼l§s ®s g ismeret®ben a formul§b·l ad·dik: 

Ὕ ς“
Ўὼ

Ὣ
 

K²s®rleti igazol§s 

Az k²s®rleti ºssze§ll²t§st az §bra mutatja. A rug· megny¼l§s§nak pontos leolvas§s§t seg²ti, ha 

t¿kºrsk§l§t alkalmazunk, vagy a rug· v®g®re kºnnyŤ mutat·t rºgz²t¿nk. A megny¼l§st 

leolvasva a rezg®sidŖ a feladat megold§s§ban le²rt m·don kisz§m²that·. 
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A sz§m²tott eredm®ny ellenŖrz®s®re hozzuk rezg®sbe a testet ®s stopperrel m®rj¿k le 10 rezg®s 

idej®t! Az ebbŖl meghat§rozott rezg®sidŖt hasonl²tsuk ºssze a kisz§m²tott eredm®nnyel! 

Ha a rug·t ®s a testet j·l v§lasztottuk meg, a line§ris erŖtºrv®ny a maxim§lis megny¼l§s eset®n 

is fenn§ll, a k®t ®rt®k 5% hib§n bel¿l megegyezik.  

Feladat 

- K®t pontosan egyforma spir§lrug·t egym§sut§n kapcsolva M tºmeggel megterhel¿nk 

majd rezg®sbe hozva megm®rj¿k a T1 rezg®sidŖt. Ha ugyanezeket a rug·kat 

p§rhuzamosan kapcsoljuk ºssze ®s ugyanazon M tºmeggel megterhelve megrezgetj¿k, 

T2 rezg®sidŖt m®r¿nk. 

- Mekkora a m®rt k®t rezg®sidŖ ar§nya?  

 

Megold§s 

A p§rhuzamosan egym§smell® kapcsolt rug·k eredŖ rug·§lland·ja az p§rhuzamos rug·k 

rug·§lland·inak egyszerŤ ºsszege: 

Ὀ Ὀ Ὀ ỄὈ  

k®t egyforma p§rhuzamosan kºtºtt rug· eset®n teh§t  

Ὀ ςὈ 

A p§rhuzamosan kapcsolt rug·kra akasztott M tºmeg rezg®sideje: 

Ὕ ς“
ὓ

Ὀ
 

Sorba kapcsolt rug·k eredŖ rug·§lland·j§t Ăreciprokos ºsszegz®sselò kapjuk meg 

ρ

Ὀ ě

ρ

Ὀ

ρ

Ὀ
Ễ
ρ

Ὀ
 

K®t pontosan egyforma D rug·§lland·j¼ sorba kapcsolt rug· eredŖje: 
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Ὀ ě

Ὀ

ς
 

A sorba kapcsolt rug·kra akasztott M tºmeg rezg®s®nek peri·dusideje:  

Ὕ ς“
ά

Ὀ
ς

 

A k®t rezg®sidŖ ar§nya teh§t 

Ὕ

Ὕ
ς 

K²s®rleti igazol§s 

A k²s®rleti igazol§s elsŖ l®p®sek®nt mutassuk be, hogy a 

kiv§lasztott k®t rug· val·ban azonos rug·§lland·j¼! 

Ehhez a k®t rug·t akasszuk egym§s mell® ®s terhelj¿k 

mindegyiket ugyanakkora tºmeggel, majd egyszerre 

hozzuk Ŗket rezg®sbe! Ha a k®t rug· folyamatosan 

szinkronban mozog, a k®t rug·§lland· biztosan azonos.  

Az egym§smell® akasztott rug·k als· v®g®t az §bra szerint 

kºss¿k ºssze kºnnyŤ merev rudacsk§val, majd annak 

kºzep®re akasszunk egy kiv§lasztott tºmeget! A tºmeget kiss® leh¼zva ®s mag§ra hagyva 

hozzuk rezg®sbe a rendszert ®s m®rj¿k meg a T1 rezg®sidŖt! (c®lszerŤ legal§bb 10 rezg®s idej®t 

m®rni) 

  

Ezut§n a rug·kat kºss¿k sorba ®s az als·ra akasszuk fel a kor§bban haszn§lt ºsszekºtŖ 

rudacsk§t ®s a tºmeget is!  

Hozzuk rezg®sbe a rendszert ®s m®rj¿k meg a T2 rezg®sidŖt! 

A m®rt rezg®sidŖk ar§nya j·l egyezik a sz§m²t§s eredm®ny®vel.  

Megjegyz®s:  

- A tºmeg ®s a rudacska megv§laszt§s§n§l ¿gyelj¿nk arra, hogy a rezg®sidŖ elegendŖen 

nagy legyen, (j·l m®rhetŖ) de a rug· megny¼l§sa m®g a line§ris erŖtartom§nyban 

legyen.   

 

Vissza >>> 
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MR7. M®r®ssorozat annak igazol§s§ra, hogy az inga leng®sideje a fon§l 

hossz§nak n®gyzetgyºk®vel ar§nyos 

A m®r®si feladat  

- Igazoljuk, hogy a fon§linga elm®leti megfontol§sok alapj§n sz§m²t§ssal levezetett 

leng®sidŖ k®plete szerint a leng®sidŖ az ingahossz n®gyzetgyºk®vel ar§nyos! M®r®si 

adataink alapj§n hat§rozzuk meg a g neh®zs®gi gyorsul§s ®rt®k®t!  

- K®sz²ts¿nk ingasorozatot, azonos tºmegŤ ingatestek k¿lºnbºzŖ hossz¼s§g¼ fonalakra 

f¿ggeszt®s®vel! V®gezz¿nk leng®sidŖm®r®seket k¿lºnbºzŖ hossz¼s§g¼ ing§kkal! Az 

ºsszetartoz· ingahosszakat ®s leng®sidŖket foglaljuk ®rt®kt§bl§zatba! 

- A leng®sidŖ-k®plet szerint a leng®sidŖ az ingahossz n®gyzetgyºk®vel egyenesen 

ar§nyos.  

Ὕ ς“
ὰ

Ὣ

ς“

Ὣ
Ѝὰ 

 

- Igazoljuk az ar§nyoss§got grafikusan, azaz §br§zoljuk a m®rt leng®sidŖket az 

ingahosszak n®gyzetgyºk®nek f¿ggv®ny®ben! A t§bl§zat az ing§k grafikonr·l 

meghat§rozott leng®sidej®t (kerek²tve), az ingahosszak m®terben m®rt ®rt®k®t, ®s az 

ingahosszak n®gyzetgyºk®t foglalja ºssze. 

 

ingahossz (m) l1 = 0,1 l2 = 0,4 l3 = 0,6 l4 = 0,9 

leng®sidŖ (s) T1 å 0,64 T2 å 1,38 T3 å 1,59 T4 å 1,91 

az ingahossz 

n®gyzetgyºke (m1/2) 
ὰ = 0,32 ὰ = 0,63 ὰ = 0,77 ὰ = 0,95 

 

A m®rt leng®sidŖ ®rt®keket az ingahosszak n®gyzetgyºk®nek f¿ggv®ny®ben a kºvetkezŖ excel-

grafikon mutatja. 
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Az §br§zolt pontokra az orig·n §tmenŖ egyenes illeszkedik, igazolva ezzel a v§rt ar§nyoss§got.  

A m®r®si pontokra h¼zott, orig·n §tmenŖ egyenes meredeks®ge (tgŬ) a fenti formul§nk szerint 

a g neh®zs®gi gyorsul§s f¿ggv®nye: 

ὸὫ‌
ς“

Ὣ
 

A grafikon meredeks®g®t meghat§rozva (ὸὫ‌ςȟπσ ίȾά ȟ ) a kifejez®s §trendez®s®vel  

Ὣ
τ“

ὸὫ‌
 

meghat§rozhat· g neh®zs®gi gyorsul§s sz§m®rt®ke: Ὣ ωȟυχά ίϳ .  

Megjegyz®s:  

- A neh®zs®gi gyorsul§s inga-m®r®seink alapj§n kapott ®rt®ke nem egyezik pontosan a j·l 

ismert irodalmi adattal. Ez term®szetesen nem azt jelenti, hogy m®r®s¿nk, pontatlan, 

teh§t rossz! Ink§bb az ellenkezŖje az igaz, m®r®s¿nk a kºr¿lm®nyekhez k®pest 

meglepŖen pontos. Relat²v hib§ja mindºssze 2,5%. A pontatlans§g oka tºbbf®le, p®ld§ul 

nyilv§n nem pontosak az elk®sz²tett ing§k hosszadatai (ez ad·dhat a k®sz²t®s sor§n 

szem®lyes ¿gyetlens®gbŖl, de ad·dhat a hossz¼s§gm®rŖ eszkºz pontatlans§g§b·l, az 

idŖm®rŖ eszkºz hib§j§b·l, a m®r®s sor§n a v®ges reakci·idŖnkbŖl, a sz§m²t§sok 

pontatlans§gb·l, kerek²t®sekbŖl stb.). B§r fontos, hogy tºrekedj¿nk a pontos m®r®sekre, 

de tudnunk kell, hogy tºk®letesen pontos m®r®s nincs! ï erre a fizikatan§rnak ism®telten 

fel kell h²vnia tan²tv§nyai figyelm®t.  

 

Vissza >>> 
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MR8. P®ld§k k¿lºnbºzŖ rezgŖ rendszerek t§rgyal§s§ra line§ris 

erŖtºrv®ny¿k fel²r§sa alapj§n  

(emelt szintŤ fakultat²v tananyag) 

a) RezgŖ ¼sz· 

Feladat 

- Sºr®ttel vagy sz§raz homokkal nehez²tett k®mcsŖ v²zbe mer¿lve f¿ggŖleges helyzetben 

¼szik. Ha az egyens¼lyi m®lys®gn®l ujjunkkal lejjebb nyomjuk a v²zbe (¿gyelve, hogy 

megmaradjon f¿ggŖleges helyzete), majd hirtelen elengedj¿k, a k®mcsŖ elŖszºr 

kiemelkedik a v²zbŖl, majd ¼jb·l les¿llyed, ism®t felfel® majd lefel® mozog. Mozg§sa 

gyorsan csillapodik ®s n®h§ny ciklus ut§n kor§bbi egyens¼lyi helyzet®ben §llapodik 

meg.  

- TekinthetŖ-e a k®mcsŖ mozg§sa csillapod· harmonikus rezgŖmozg§snak? 

- Mekkora a mozg§s peri·dusideje? 

 

Megold§s 

ρȢ      άὫ ὃ” ὫὬ 

ςȢ      Ὂᶻ ὃ” ὫὬ ЎὬ άὫ 

Ὂᶻ ὃ” ὫЎὬ ὯᶻЎὬ 
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Az egyens¼lyi helyzet®bŖl kit®r²tett ¼sz· harmonikus rezgŖmozg§st v®gez, mert a testre hat· 

erŖk eredŖje a kit®r²t®ssel (Dh) ar§nyos, de ellenkezŖ ir§ny¼. Ez kºnnyen igazolhat·, ha 

figyelembe vessz¿k, hogy a lenyomott ¼sz·ra az §ltalunk kifejtett F erŖ a neh®zs®gi erŖ (mg) 

®s a hidrosztatikai felhajt·erŖ (ὃ”ὫὬ ЎὬ) eredŖj®vel tart egyens¼lyt. ĉgy lenyomott 

§llapotban: 

Ὂ άὫ ὃ”ὫὬ ЎὬ 

ahol m az ¼sz· tºmege, A a k®mcsŖ keresztmetszete, ” a v²z sŤrŤs®ge, ho az ¼sz· egyens¼lyi 

mer¿l®se, g a gravit§ci·s gyorsul§s. Felhaszn§lva, hogy egyens¼ly eset®n άὫ ὃ”ὫὬ, az 

eredŖ erŖ kifejez®se az  

Ὂ ὃ”ὫЎὬ 

ºsszef¿gg®sre egyszerŤsºdik.  

Eredm®ny¿nk szerint az ¼sz· k®mcsŖre hat· erŖ ar§nyos az egyens¼lyi helyzet®bŖl tºrt®nt 

kit®r²t®s (Dh) m®rt®k®vel. Az egyens¼ly§ban megzavart k®mcsŖ f¿ggŖleges ir§ny¼ le-fel 

mozg§sa a rug·®hoz hasonl· line§ris erŖtºrv®ny kºvetkezm®nye, a mozg§s teh§t tekinthetŖ 

harmonikus rezgŖmozg§snak.  

A line§ris erŖtºrv®nyben a Dh kit®r®s egy¿tthat·ja effekt²v rug·§lland·nak tekinthetŖ 

Ὀ ὃ”Ὣ 

A rezg®sidŖt a csillapod§s l®nyeg®ben nem befoly§solja ²gy meghat§roz§s§ra a rug·ra 

levezetett 

Ὕ ς“
ά

Ὀ
 

k®pletet haszn§lhatjuk, ha D rug·§lland· hely®re a Ὀ ὃ”Ὣ effekt²v rug·§lland·t, az m 

hely®re az ¼sz· egyens¼lyi egyenlet®bŖl kifejezett tºmeg®t (ά ὃ”Ὤ) helyettes²tj¿k.  

A keresett rezg®sidŖ teh§t: 

Ὕ ς“
ὃ”Ὤ

ὃ”Ὣ
ς“
Ὤ

Ὣ
 

A rezg®sidŖ ®rt®k®nek sz§mszerŤ meghat§roz§s§hoz a v²zben szabadon ¼sz·-k®mcsŖ 

egyens¼lyi mer¿l®si m®lys®g®t (ho) kell lem®rn¿nk, majd azt a k®pletbe helyettes²tve sz§molni.  

A feladat elm®leti megold§s§hoz hozz§ tartozik az eredm®ny k²s®rleti igazol§sa. Ehhez a 

k²s®rletet megism®telve m®rj¿k a rezg®sidŖt! 

 

Aj§nl§s a m®r®s v®grehajt§s§hoz 

V§lasszunk hossz¼ keskeny k®mcsºvet, tegy¿nk bele annyi sºr®tszemet, hogy stabilan ¼sszon, 

®s lehetŖleg min®l nagyobb r®sze ny¼ljon ki a v²zbŖl. M®rj¿k le a mer¿l®s ho m®lys®g®t! A 

k®mcsºvet nyomjuk le addig, am²g sz§ja a v²zszint kºzel®be ®r ®s engedj¿k el! A rezg®sidŖ 

m®r®s®re a jelent®keny csillap²t§s miatt csak 4-5 peri·dus §ll rendelkez®s¿nkre. Mivel a j· 
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m®r®shez n®mi gyakorlat is kell, c®lszerŤ, ha a stoppert a tan§r kezeli. Hasonl²tsuk ºssze a 

sz§m²tott ®s a m®rt rezg®sidŖt. (A hiba nem tºbb 10-20 %-n§l.) 

Term®szetesen a k²s®rletet vide·ra vehetj¿k ®s a rezg®sidŖt sz§m²t·g®pes vide·analiz§l· 

programmal is meghat§rozhatjuk. A fot· az ¼sz· k®mcsºvet, a grafikon a rezgŖ k®mcsŖ kit®r®s-

idŖ grafikonj§t mutatja.  

 

A fot·n l§that· ¼sz· mer¿l®si m®lys®ge ho = 13 cm. Az ennek felhaszn§l§s§val sz§m²t§ssal 

kapott rezg®sidŖ Ὕ πȟχςί. 

A vide·ra vett mozg§s ki®rt®kel®s®t, illetve a grafikont, a m§r tºbbszºr hivatkozott LabCamera 

m®rŖprogrammal k®sz²tett¿k. A grafikonon megfigyelhetŖ a kºzegellen§ll§ssal csillap²tott 

rezg®s. A kºzegellen§ll§ssal csillap²tott rezg®s jellemzŖje, hogy az egym§st kºvetŖ amplit¼d·k 

®rt®ke az idŖben exponenci§lisan csºkken. Ez azt is jelenti, hogy az szomsz®dos amplit¼d·k 

h§nyadosa a mozg§s sor§n §lland·, ®rt®ke a rezg®st jellemzŖ csillapod§si t®nyezŖò (K).  

ὑ
ὃ

ὃ
 

A grafikonon lem®rve az egym§st kºvetŖ amplit¼d·kat, ar§nyuk j· kºzel²t®ssel §lland·nak 

ad·dik. A csillap²t§si t®nyezŖ ²gy kapott kºzel²tŖ ®rt®ke ὑ πȟχυ. A grafikonr·l leolvashat·, 

hogy a mozg§s sor§n a rezg®sidŖ gyakorlatilag §lland·, §tlag®rt®ke Ὕ πȟχ ίȢ  

A rezg®sidŖ sz§m²t§ssal ®s m®r®ssel ad·d· ®rt®ke j·l egyezik. 

  

b) Egym§ssal szemben forg· hengerekre t§maszkod· r¼d v§ltakoz· ir§ny¼ mozg§sa  

Mutassuk be a jelens®get egyszerŤ LEGO-alkatr®szekbŖl ºssze§ll²tott eszkºzzel!  

- A fot· a n®pszerŤ LEGO gyermekj§t®kb·l elk®sz²tett k²s®rleti ºssze§ll²t§s mutatja. A 

k®t p§rhuzamos §ll§s¼, forgathat· henger kºz¿l az egyikhez k®zzel forgathat· hajt·kar 
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tal§lhat·. A hengerek v®g®n rºgz²tett 

peremes t§rcs§kra ï enyh®n megfesz²tve ï 

8-as alakra elcsavart befŖttes gumi-karik§t 

helyezt¿nk. Ha a gumikarik§t j·l tett¿k fel, 

®s a hajt·kart lassan forgatni kezdj¿k, a k®t 

henger szinkronban forog egym§ssal 

szemben. Fektess¿nk a hengerekre, 

hossztengely¿kre merŖlegesen ceruz§t! 

Szerencs®s esetben a ceruza azonnal 

elmozdul v²zszintes ir§nyba, ha alatta 

elkezdj¿k forgatni a hengereket. Ha ez m®gsem tºrt®nik meg, akkor toljuk el valamelyik 

ir§nyba a ceruz§t, hogy aszimmetrikusan (az egyik henger fel® jobban eltolva) fek¿djºn 

a hengereken ®s pr·b§ljuk ¼jra a k²s®rletet! A ceruza kis amplit¼d·j¼ v²zszintes ir§ny¼ 

ide-oda mozg§st v®gez. Figyelj¿k meg, hogy a forg· hengerek Ăcsiszol·ò mozg§ssal 

tolj§k el a ceruz§t. 

- Igazoljuk, hogy a ceruza mozg§sa harmonikus rezgŖmozg§s!  

 

Megfigyel®s¿nk szerint a ceruza csak v²zszintes ir§nyban v®gez v§ltakoz· mozg§st, f¿ggŖleges 

elmozdul§s nincs. Ha a ceruza v²zszintes mozg§sa harmonikus rezg®s, akkor a r§ hat· v²zszintes 

erŖk eredŖj®nek minden pillanatban az egyens¼lyi helyzettŖl m®rt kit®r®ssel ar§nyosnak, 

ellent®tes ir§ny¼ kell lennie. ElŖszºr azt kell meg§llap²tani, hogy milyen v²zszintes erŖk hatnak 

a ceruz§ra! Ilyen erŖket csak a ceruza k®t felt§maszt§si pontj§ban a hengerek s¼rl·d§sa kelthet. 

A s¼rl·d§si erŖ ir§nya az egym§ssal szemben forg· hengerek eset®n ellent®tes (A ceruz§ra hat· 

s¼rl·d§si erŖ ir§nya a ceruza alatt cs¼szva forg· henger ker¿leti sebess®g®vel megegyezŖ 

ir§ny¼.) A s¼rl·d§si erŖk nagys§g§t ï adott Õ cs¼sz§si s¼rl·d§si t®nyezŖ eset®n a felt§maszt§si 

pontokban a henger ®s a ceruza kºzt hat· K1 ®s K2 nyom·erŖk nagys§ga hat§rozza meg. Mivel 

a ceruza f¿ggŖleges ir§nyban nem mozdul el, a K1 ®s K2 erŖk a ceruza neh®zs®gi erej®vel 

tartanak egyens¼lyt. Ha a ceruza s¼lypontja ®pp a hengerek t§vols§g§nak felezŖpontj§ban van, 

a k®t nyom·erŖ egyenlŖ, minden ettŖl k¿lºnbºzŖ esetben K1 ®s K2 ®rt®ke elt®rŖ. Ar§nyukat a 

k®tt§masz¼ tart·khoz hasonl·an a ceruz§ra hat· forgat·nyomat®kok egyens¼ly§b·l 

hat§rozhatjuk meg. Az egyenletek fel²r§s§t megkºnny²ti, ha egyszerŤ keresztmetszeti rajzot 

k®sz²t¿nk az ºssze§ll²t§sr·l, amin felt¿ntetj¿k sz§m²t§s sor§n szerepet j§tsz· param®tereket.  

 

Hengerek tengelyt§vols§g§t jelºlje 2a, a ceruza tºmeg®t m! A rajz az §ltal§nos esetet mutatja, 

amikor a r¼d tºmegkºz®ppontja x t§vols§gra van a hengerek t§vols§g§t felezŖ egyens¼lyi 

pontt·l (Ezt a pontot az®rt tekintj¿k egyens¼lyi pontnak, mert ha a ceruza tºmegkºz®ppontja 
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®pp ide esik, a K1 ®s K2 erŖk, ®s a hengerek ®s a r¼d kºzt §ltaluk gener§lt s¼rl·d§si erŖk is 

egyenlŖek egyenlŖk. Mivel a s¼rl·d§si erŖk ellent®tes ir§ny¼ak, eredŖj¿k z®rus. (Az §br§n 

bejelºlt s¼rl·d§si erŖk ir§nya cs¼sz· s¼rl·d§st felt®telez). 

Az elrendez®sbŖl kºvetkezik, hogy a r¼d mozg§s§t a k®t felt§maszt§si pontban v²zszintes 

ir§nyban hat·, de ellent®tes ir§ny¼ s¼rl·d§si erŖk eredŖje (Fe) szabja meg. Az S1 ®s S2 s¼rl·d§si 

erŖ eredŖje 

Ὂ Ὓ Ὓ 

A s¼rl·d§si erŖket, a K1 ®s K2 erŖk ®s a А s¼rl·d§si t®nyezŖ szorzatak®nt ²rhatjuk fel: Ὓ

‘ὑ ïί Ὓ ‘ὑ 

A r¼d f¿ggŖleges ir§nyban nem mozog, azaz a f¿ggŖleges erŖk ºsszege z®rus:  

ὑ ὑ άὫ 

 A r¼d nem fordul el, teh§t a hat· erŖk forgat·nyomat®kainak eredŖje, a viszony²t§si pont 

v§laszt§s§t·l f¿ggetlen¿l, z®rus. V§lasszuk viszony²t§si pontk®nt a r¼d tºmegkºz®ppontj§t; ²gy 

a k®toldali nyom·erŖk nyomat®ka ®pp kiegyenl²ti egym§st. Az §bra jelºl®seit haszn§lva:  

ὼ ὥὑ ὼ ὥὑ 

A fel²rt egyenleteket felhaszn§lva a r¼dra hat· erŖk eredŖj®re az  

Ὂ
АάὫ

ὥ
ὼ 

kifejez®s ad·dik. Eszerint teh§t az eredŖ erŖ a r¼d aszimmetrikus helyzet®t jellemzŖ x kit®r®ssel 

egyenesen ar§nyos ®s ellent®tes ir§ny¼. A s¼rl·d§si erŖk eredŖje teh§t line§ris visszat®rŖ erŖt 

ad. Kºvetkez®sk®ppen a szemben forg· hengerekre aszimmetrikusan elhelyezett r¼d v²zszintes 

harmonikus rezgŖmozg§st v®gez.  

Ha a kapott line§ris erŖ-kifejez®s ®s a rug·erŖ formul§ja kºzt fenn§ll· anal·gi§t kihaszn§ljuk, 

fel²rhatjuk a rezg®st jellemzŖ peri·dusidŖt is. A rug· ismert rezg®sidŖ k®plete szerint  

Ὕ  ςʌ 
ά

Ὀ
 

ahol m a rezgŖ tºmeg, (eset¿nkben a r¼d tºmege), D a Ărug·§lland·ò, ami a rug· 

erŖtºrv®ny®ben az egyens¼lyi helyzettŖl m®rt kit®r®s egy¿tthat·ja. Az ut·bbi ®rtelm®ben az 

erŖ-egyenlet¿nkben szereplŖ 
А

 kifejejz®st effekt²v rug·§lland·nak tekintve 

behelyettes²thetj¿k a rug· eset®n haszn§latos rezg®sidŖ formul§ba. ĉgy sz§molva a forg· 

hengerekre t§maszkod· r¼d v²zszintes ir§ny¼ rezgŖmozg§s§nak peri·dusideje  

Ὕ  ςʌ 
ὥ

АὫ
 

A peri·dusidŖ teh§t a hengerek kºzti t§vols§gt·l, a s¼rl·d§si egy¿tthat·t·l ®s a neh®zs®gi 

gyorsul§s ®rt®k®tŖl f¿gg. MeglepŖ m·don a hengerek forg§si sebess®ge (amennyiben a s¼rl·d§s 

sebess®gf¿ggetlen) nem befoly§solja a rezg®sidŖt.  
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Megjegyz®s:  

- A r¼d mozg§sa bonyolultt§ v§lhat, ha a hengerek Ălassanò forognak. Ekkor az 

egyens¼lyi helyzet fel® gyorsul· r¼d sebess®ge egyenlŖv® v§lhat a vele azonos ir§ny¼ 

ker¿leti sebess®ggel rendelkezŖ henger ker¿leti sebess®g®vel. Amikor ez bekºvetkezik, 

a r¼d megtapad a hengeren ®s a cs¼sz· s¼rl·d§si erŖ ott tapad§sira v§lt. A tapad§si 

s¼rl·d§si erŖ pedig ettŖl kezdve mindig ®ppen a m§sik hengeren fell®pŖ cs¼sz· 

s¼rl·d§ssal lesz egyenlŖ. A r¼d nem gyorsul tov§bb, hanem egyenletes mozg§st v®gez. 

A csiszol· mozg§ssal forg· hengeren azonban a cs¼sz· s¼rl·d§si erŖ folyamatosan 

nºvekszik, ®s egy idŖ, ut§n meghaladja az elsŖ hengeren fell®pŖ tapad§si erŖ 

maximum§t. EttŖl kezdve a r¼d mindk®t hengeren megcs¼szik ®s ism®t harmonikus 

rezgŖmozg§st v®gez. A feladat matematikailag k®pzett oszt§lyokban analitikusan is 

megoldhat·, ®s ott a diszkusszi· sor§n a most le²rt eset is v®gig kºvethetŖ. 

 

A jelens®g bemutat§sa ®s vizsg§lata interakt²v sz§m²t·g®pes mozg§sszimul§ci·s programmal 

A sz§m²t§s eredm®ny®t k²s®rletileg nem kºnnyŤ bizony²tani, mert a А cs¼sz§si s¼rl·d§si 

t®nyezŖ helyrŖl, helyre v§ltozhat, pontos m®r®se sem kºnnyŤ feladat. Az ellenŖrz®st c®lszerŤ 

most sz§m²t·g®pes mozg§s szimul§ci·s programmal v®gezni, amelyben a kºr¿lm®nyek 

pontosan be§ll²that·ak.  

(A program haszn§lata sor§n a sz§m²t·g®p k®pernyŖj®n a t§blai rajzhoz hasonl· rajzot k®sz²t¿nk 

®s annak elemeihez a val·s§ghoz hasonl·an mechanikai param®ter-®rt®keket (geometriai 

m®retek, tºmeg, s¼rl·d§si t®nyezŖ, rugalmass§g stb.) rendel¿nk. A program e peremfelt®telek 

mellett megoldja a newtoni mechanika differenci§legyenleteit ®s az eredm®ny¿l ad·d· mozg§st 

a k®pernyŖn megjelenteti, k²v§ns§gra §br§zolja az erŖk pillanatnyi ®rt®k®t, illetve kirajzolja az 

elmozdul§s idŖ, sebess®g-idŖ, gyorsul§s-idŖ grafikonokat. 

A feladatra az internetrŖl ingyenesen letºlthetŖ Algodoo programot, illetve a hazai fejleszt®sŤ 

Fizika mozg§sszimul§ci·s programot aj§nljuk. Ez ut·bbit a Mozaweb c®g forgalmazza 

(https://www.mozaweb.hu/fizika ). Az al§bbiakban bemutatott szimul§ci· a magyar Fizika 

programmal k®sz¿lt.) 

Az §bra a szimul§ci·s ºssze§ll²t§s k®pernyŖk®p®t mutatja. A rajz gyakorlatilag megegyezik a 

fentebb haszn§lt magyar§z· rajzzal. A program ind²t§sa elŖtt a hengerek ®s a r¼d s¼rl·d§s§t 

®rdemes maxim§lisra §ll²tani, ®s a r¼d kºzep®t megjelºlni, hogy a v²zszintes mozg§s 

elmozdul§s idŖ grafikonj§t is megfigyelhess¿k. A program elind²t§sa ut§n a k®pernyŖre rajzolt 

szimul§ci·s rajz a fizikai val·s§gnak megfelelŖ mozg§sba jºn. Eset¿nkben a szemben forg· 

hengerekre fektetett r¼d szab§lyosan mozog ide-oda. Ha a kiindul§si felt®teleken v§ltoztatunk, 

pl. a v²zszintes r¼d kezdeti aszimmetri§j§t ellent®tesre v§ltoztatjuk, vagy n®mi ¿gyesked®ssel 

szimmetrikuss§ tessz¿k, a megjelenŖ mozg§s is ennek megfelelŖen v§ltozik. Hasonl·an 

pr·b§lkozhatunk a hengerek szºgsebess®g®nek ®s forg§sir§ny§nak, vagy a r¼d tºmeg®nek ®s 

s¼rl·d§s§nak v§ltoztat§s§val is. (Igen tanuls§gos ®s a m®lyebb meg®rt®st elŖseg²tŖ feladat, ha a 

k¿lºnbºzŖ kiindul§si helyzetek hat§s§t a k®pernyŖn megfigyelhetŖ mozg§sra ®rtelmezz¿k, 

megvitatjuk.) A programmal a k®pernyŖn megfigyelhetŖ mozg§st grafikusan is 

§br§zoltathatjuk. Ilyenkor a mozg· testen elŖzetesen kijelºlt pont x, vagy/®s y koordin§ta-ir§ny¼ 

mozg§sjellemzŖi az idŖ f¿ggv®ny®ben mennyis®gileg is vizsg§lhat·k. (alapesetben a grafikon 

https://www.mozaweb.hu/fizika
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a k®pernyŖ egyik oldal§n a mozg§ssal egyszerre rajzol·dik ki, de kattint§sra teljes 

k®pernyŖm®retben kirajzoltathat·. Eset¿nkben a forg· hengereken v²zszintes ir§nyban 

harmonikus rezgŖmozg§st v®gzŖ r¼d elmozdul§s-idŖ grafikonja a k®p jobb oldal§n l§that· 

szinusz-gºrbe. A grafikonr·l meg§llap²that· a rezg®sidŖ ®rt®ke, ha a k®pernyŖrajzr·l ï az erre 

szolg§l· hossz¼s§gm®rŖvel ï leolvassuk a hengerek tengelyt§vols§g§t, ®s kiolvassuk a s¼rl·d§si 

egy¿tthat· aktu§lis ®rt®k®t (ezt egyszerŤen v§ltoztatni is tudjuk) a fenti sz§m²t§sainkb·l kapott 

rezg®sidŖ-formula helyess®ge ellenŖrizhetŖ. 

 

A szimul§ci· egy pillanat§ban a k®pernyŖrŖl k®sz²tett fot·n a k²s®rleti elrendez®s ®s a r¼d Ăin-

situò fut· kit®r®s-idŖ f¿ggv®nye is j·l l§tszik. 

 

Vissza >>>   
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MR9. Az elm®leti energiasz§m²t§sok ®s a m®r®si eredm®nyek 

ºsszevet®se rug·n rezgŖ test eset®n 

R®szletek 

Az energia-megmarad§ssal ºsszhangban §ll· elm®leti sz§m²t§sok eredm®nyeit vess¿k ºssze a 

m®r®sekkel! 

Ehhez k®sz²thet¿nk ¼j webkamer§s felv®telt, de haszn§lhatjuk kor§bban k®sz¿lt m®r®seink 

grafikonjait is. A §bra egy m = 100 g tºmegŤ rezgŖ test WebCam-program §ltal kirajzolt kit®r®s-

idŖ ®s sebess®g-idŖ grafikonj§t mutatja.  

A kit®r®s grafikonr·l leolvashat· peri·dusidŖ, T = 1 s ®s a rezg®s amplit¼d·ja. Ez ut·bbi a 

grafikon hosszabb szakasz§t figyelve ®szrevehetŖen csºkken, de ez a csºkken®s k®t szomsz®dos 

maximum eset®n m®g elhanyagolhat·. Tekints¿k vizsg§l·d§sunkhoz a grafikon elsŖ f®l-

peri·dus§t, a maxim§lis felsŖ kit®r®stŖl a minim§lis als· kit®r®sig! A å 8,2 cm.  

 

Az elsŖ rezg®si peri·dus maxim§lis felsŖ kit®r®se eset®n a rendszer energi§ja, a kor§bbiakkal 

ºsszhangban  

ὉĘ άὫὃ πȟρϽρπϽπȟπχσπȟπψς ὐ 

Az ezt kºvetŖ egyens¼lyi helyzeten tºrt®nŖ §thalad§skor: 

ὉĘ
ρ

ς
άὺ

ρ

ς
Ὀὃ

ρ

ς
άὃ‫

ρ

ς
άὫὃ πȟπρςπȟπτρπȟπυσ ὐ 

Als· kit®r®sben a rendszer ºsszenergi§ja  

ὉĘ άὫὃ
ρ

ς
Ὀτὃ πȟπψπȟρφ πȟπψ ὐ 

 

Vissza >>> 
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MR10. Csillapod· rezgŖmozg§s k²s®rleti vizsg§lata LabCamera 

interakt²v sz§m²t·g®pes mozg§ski®rt®kelŖ programmal  

(fakultat²v kieg®sz²tŖ anyag) 

a) Kºzegellen§ll§ssal csillap²tott harmonikus rezgŖmozg§s 

A rezg®s csillapod§sa kºzegellen§ll§s hat§s§ra 

alapjelens®g, amit h®tkºznapi tapasztalatainkb·l is j·l 

ismer¿nk. Eszerint a rug·ra akasztott ®s rezg®sbe hozott 

test (a levegŖ kºzegellen§ll§sa hat§s§ra) elŖbb-ut·bb 

meg§ll. A jelens®g r®szletesebb vizsg§lat§hoz ®rdemes 

k²s®rletet v®gezni, amiben a rezg®s csillap²t§s§hoz a 

levegŖn®l erŖsebben csillap²t· kºzeget, vizet, illetve 

glicerint haszn§lunk.  

A k²s®rleti ºssze§ll²t§st a fot· mutatja. Az §llv§nyra 

rºgz²tett spir§lrug·n (piros sz²nŤ) f®mhenger f¿gg. A 

henger alj§b·l f®mp§lca l·g ki, a v®g®n mŤanyag gºmbbel, 

ami v²zbe mer¿l.  

A k²s®rletezŖ a testet nyugalmi helyzet®bŖl kiss® felemeli, 

majd elengedve mag§ra hagyja. A rug·n l·g· test 

f¿ggŖleges rezgŖmozg§st v®gez. Mivel a v²zbe mer¿lŖ 

goly· a testtel egy¿tt mozog, jelentŖs kºzegellen§ll§sa f®kezi, csillap²tja a test rezg®s®t.  

A k²s®rletet ®rdemes megism®telni a v²zn®l sŤrŤbb, viszk·zusabb folyad®kkal, pl. glicerinnel. 

J·l megfigyelhetŖ, hogy a glicerin a v²zn®l jobban akad§lyozza a rezgŖ testrŖl belel·g· goly· 

mozg§s§t, ²gy a rezg®s csillap²t§sa erŖsebb.  

 

Feladat: 

- Vizsg§ljuk meg a k®t k¿lºnbºzŖ folyad®k, v²z ®s glicerin hat§s§ra csillapod· rezg®s 

kit®r®s-idŖ grafikonj§t! Hat§rozzuk meg a kºzegellen§ll§ssal csillap²tott rezg®s 

jellemzŖit!  

A k²s®rlet kvantitat²v ki®rt®kel®s®hez c®lszerŤ a k®tf®le csillap²tott rezg®st bemutat· k²s®rletet 

vide·ra rºgz²teni ®s a felv®telt sz§m²t·g®p seg²ts®g®vel ki®rt®kelni. (Az al§bbi ki®rt®kel®s a 

LabCamera Kinematika m®rŖprogram alkalmaz§s§val tºrt®nt.) 

A programmal kirajzoltattuk a sz§m²t·g®p k®pernyŖj®re a v²zzel, illetve glicerinnel csillap²tott 

rezg®s kit®r®s-idŖ grafikonj§t!  

- A grafikonok alapj§n jellemezt¿k a kºzegellen§ll§s rezg®scsillap²t· hat§s§t, 

meghat§roztuk a csillapod· rezg®s jellemzŖit.  

- V®g¿l ºsszehasonl²tjuk a k®t k¿lºnbºzŖ folyad®k (v²z, illetve glicerin) csillap²t· hat§s§t!  
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A v²zzel csillap²tott rezg®s kit®r®s-idŖ grafikonj§t az §bra mutatja.  

 

A grafikonon azonnal szembetŤnik az egym§s ut§ni amplit¼d·k jelentŖs m®rt®kŤ monoton 

csºkken®se. A csºkken®s ¿teme (a rezg®sek burkol·gºrb®j®nek aktu§lis meredeks®ge) eleinte 

gyorsabb, majd ahogyan az amplit¼d·k csºkkennek egyre kisebb lesz. Ha a csºkken®s kezdeti 

¿teme megmarad a testnek kb. f®l perc alatt meg kellett volna §llnia. Ez ut·bbit illusztr§lja a 

grafikonra r§rajzolt szaggatott egyenes vonal. Ez a megfigyel®s arra utal, hogy az amplit¼d· 

csºkken®s®vel a csillapod§s is csºkken. A magyar§zat a kºzegellen§ll§si erŖ 

sebess®gf¿gg®s®ben tal§lhat·. Ha rezg®s peri·dusideje §lland·, a rezg®s amplit¼d·j§val egy¿tt 

a sebess®gamplit¼d· ®rt®ke is v§ltozik, ami a csillap²t· erŖ csºkken®s®t is jelenti.  A k²s®rlet¿nk 

alapj§n igazolhat·, hogy a csillapod· rezgŖmozg§s peri·dusideje nem v§ltozik a rezg®s 

csillapod§s§val. Ehhez v§lasszunk ki 5 egym§s kºvetŖ amplit¼d·t a grafikon elej®rŖl ®s a 

LabCamera program §ltal kirajzolt grafikonon §ll²tsuk a kurzort az elsŖ kit®r®smaximumra! A 

program a kurzor melletti felny²l· ablakban ki²rja az adott amplit¼d· kit®r®s ®s 

idŖkoordin§t§j§t. Jegyezz¿k fel a kapott idŖ-adatot, majd j§rjunk el hasonl·an sorban az ºtºdik 

amplit¼d· eset®n is. A k®t idŖadat k¿lºnbs®ge az 5 rezg®speri·dus idŖtartama. A rezg®sidŖ, 

ennek ºtºde. M®r®seink szerint a gºrbe elej®n l®vŖ nagy amplit¼d·j¼ rezg®sek peri·dusideje: 

T1 å 1,28 s. Ism®telj¿k meg a rezg®sidŖ-m®r®st a grafikon v®g®n l®vŖ ºt rezg®st kiv§lasztva! A 

m®r®s eredm®nye: T2 å 1,29 s. A k®t ®rt®k a m®r®si hib§n bel¿l azonosnak tekinthetŖ. 

Eredm®nyeink szerint teh§t a folyad®kos csillap²t§s nem befoly§solja a rezg®sidŖt.  

A glicerin kºzegellen§ll§s§val csillap²tott rezg®s kit®r®s-idŖ grafikonj§t a kºvetkezŖ §bra 

mutatja. 
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 A v²z kºzegellen§ll§s§nak csillap²t· hat§s§r·l mondottak a glicerin eset®n m®g 

hangs¼lyosabban megfigyelhetŖk, sŖt az erŖsebb csillap²t· hat§s miatt tov§bbi meg§llap²t§sok 

is tehetŖk.  

A csillapod· rezg®st jellemezi az als·, illetve a felsŖ maxim§lis kit®r®si pontokat ºsszekºtŖ ¼n. 

burkol· gºrbe alakja. A kºzegellen§ll§ssal csillap²tott rezg®s amplit¼d· v§ltoz§s§t jellemzŖ 

burkol· gºrbe, exponenci§lis f¿ggv®nye az idŖnek. Az exponenci§lis f¿ggv®ny jellemzŖje, 

hogy az szomsz®dos amplit¼d·k h§nyadosa §lland· ®rt®k, amit csillapod§si t®nyezŖnek (K) 

neveznek. Ez elmondottak a glicerinnel csillap²tott rezg®s grafikonj§n igazolhat·k.  A 

grafikonra bejelºlt¿nk n®h§ny ºnk®nyesen kiv§lasztott szomsz®dos amplit¼d·t. A kurzorral 

leolvastuk az amplit¼d·k nagys§g§t, ®s ellenŖrizt¿k, hogy a szomsz®dok h§nyadosa mennyire 

§lland· ®rt®k. A grafikonon haszn§lt jelºl®sek szerint:  

ὃ

ὃ

ὃ

ὃ

ὃ

ὃ

ὃ

ὃ
πȟψρ 

Az exponenci§lis f¿ggv®ny m§sik saj§tos tulajdons§ga is illusztr§lhat· a grafikon alapj§n. Az 

exponenci§lis idŖf¿gg®sŤ folyamatokra jellemzŖ, az ¼n. Ăfelez®si idŖò §lland·s§ga. A felez®si 

idŖ azt jelenti, hogy kiv§lasztjuk a gºrbe tetsz®s szerinti pontj§t ®s megn®zz¿k mennyi idŖ 

m¼lva lesz a f¿ggv®ny®rt®k a kor§bban v§lasztott ®rt®k fele. A felez®si idŖ nem f¿gg att·l, hogy 

a gºrbe mely pontj§t v§lasztottuk a felezŖd®s kiindul§si ®rt®k®nek.  

A grafikonon C-vel jelºlt¿k vizsg§latunk kezdŖpontj§ul v§lasztott rezg®s-amplit¼d· ®rt®k®t, 

majd megkerest¿k melyik amplit¼d· mutatkozik feleakkor§nak. Ez ut·bbit a grafikonon C/2 

jelºli. A k®t pont kºzti idŖtartamot, azaz az exponenci§lis idŖf¿gg®st jellemzŖ Ăfelez®si idŖtò a 

grafikonra rajzolt kettŖsny²l jelzi. A felez®si idŖ eset¿nkben mintegy n®gyszerese a 

peri·dusidŖnek. A rezg®s a C/2 pontban l®vŖ amplit¼d·j¼ kit®r®s ut§n a C/4 pontban csºkken 

¼jb·l a fel®re, az ¼jabb felezŖd®shez tartoz· idŖ j·l egyezik a kor§bbi felez®si idŖ ®rt®k®vel.  

A jelens®g fizik§j§nak m®lyebb t§rgyal§sa a di§kok felk®sz¿lts®g®tŖl, ®rdeklŖd®s®tŖl f¿gg. A 

csillapod· rezg®s burkol·gºrb®j®nek exponenci§lis jellege p®ld§ul j·l t§rgyalhat· a 

matematikai ®rdeklŖd®sŤ tanul·kkal. Az ink§bb k²s®rleti be§ll²totts§g¼ csoportban a m®r®sek 

kºr®t ®rdemes bŖv²teni. ĉgy kim®rhetŖ ®s ºsszehasonl²that· k¿lºnbºzŖ anyag¼ folyad®kok (pl, 

tºm®ny s·oldat, cukoroldat, m®z, olajok, vagy ugyanazon folyad®k k¿lºnbºzŖ hŖm®rs®kleteken 

tapasztalhat· rezg®scsillap²t· hat§sa. Az ºsszehasonl²t§s a csillapod§si h§nyados 

meghat§roz§s§val tehetŖ kvantitat²vv§. A t®makºr k²s®rleti vizsg§lat§ra ak§r kisebb 

di§kkutat§si projekt is megszervezhetŖ. 

 

b) S¼rl·d§ssal csillap²tott harmonikus rezgŖmozg§s 

A k²s®rleti ºssze§ll²t§st a bal oldali fot· mutatja. A rug·ra f¿ggesztett test a mºg® helyezett 

ferde lapnak t§maszkodik ®s rezg®se sor§n a lappal s¼rl·dik. A s¼rl·d§si erŖ hat§s§ra a test 

rezg®se jelentŖsen csillapodik ®s hamarosan meg§ll. A mozg§st LabCamera kinematika 

programmal feldolgozva a kit®r®s-idŖ grafikont az §bra mutatja. 
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A grafikonr·l leolvashat·, hogy a rezg®s viszonylag gyorsan, ®s egyenletesen csillapodik, 

eg®szen a kocsi meg§ll§s§ig. Az egyenletes ¿temŤ csillapod§st szeml®letesen igazolja, hogy az 

als· ®s felsŖ kit®r®s-maximumokra, amplit¼d·kra egyenes illeszthetŖ. Az egym§st kºvetŖ 

maximum®rt®kek csºkken®se teh§t a s¼rl·d§ssal csillap²tott rezg®s eset®n §lland·. Az egy teljes 

rezg®s alatt bekºvetkezŖ amplit¼d·-csºkken®st a grafikonra vet²tett h§l·zat vonalai alapj§n 

becs¿lhetj¿k meg. A kit®r®s m®rt®ke a grafikon f¿ggŖleges tengely®n olvashat· le. A v²zszintes 

h§l·vonalak t§vols§ga kºzel 7 mm-nek felel meg. Az egym§st kºvetŖ amplit¼d·k csºkken®se 

²gy A2 ï A1 å A5 ï A4  å - 1,7 ®s -2 cm kºzºtti ®rt®k.  

A rezg®sidŖ a mozg§s sor§n nem v§ltozik. £rt®k®re, a grafikonra vet²tett finom n®gyzeth§l· 

oszt§svonalainak felhaszn§l§s§val, T å 0,7-0,8 s ad·dik. 

 

A k²s®rlet bemutat§s§t ®s a s¼rl·d§ssal csillap²tott rezgŖmozg§s jellemzŖinek meghat§roz§s§t 

minden kºz®piskol§s di§k sz§m§ra aj§nljuk. A fizika ®s a matematika ir§nt kifejezetten 

®rdeklŖdŖ, di§kokkal a k²s®rleti eredm®nyek is ®rtelmezhetŖk egyszerŤ energetikai megfontol§s 

alapj§n.  

Jelºlje a rezg®s egyik felsŖ helyzetŤ amplit¼d·j§t ὃ , az ezt kºvetŖ als· amplit¼d· ®rt®k®t ὃᶻ!, 

A k®t amplit¼d· elt®r®se (ὃ ὃᶻ) egy¼ttal ȹE energiavesztes®get jelent, ami a s¼rl·d§si erŖ 

munkav®gz®s®nek (Ws) eredm®nye.  

ЎὉ Ὁ Ὁᶻ ὡ  

Mivel a maxim§lis kit®r®sben a rezgŖ test pillanatnyi sebess®ge z®rus, a rezg®s energi§j§t 

mindk®t helyzetben a helyzeti ®s a rug·energia ºsszege adja. Tekints¿k most a helyzeti energia 

z®rus szintj®nek a rezg®s egyens¼lyi helyzet®t (az als· kit®r®s helyzete a csillapod§s miatt 

v§ltozik)! ĉrjuk fel ennek megfelelŖen az energiavesztes®g ®rt®k®t! 

ЎὉ Ὁ Ὁᶻ 

ЎὉ
ρ

ς
Ὀὃ

ρ

ς
Ὀὃᶻ  
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A s¼rl·d§si munka ®rt®ke ὡ Ὂὃ ὃᶻ , ahol Ὂ a s¼rl·d§si erŖ konstans ®rt®ke.  

ὡ ЎὉ 

Ὂὃ ὃᶻ
ρ

ς
Ὀὃ ὃᶻ

ρ

ς
Ὀὃ ὃᶻ ὃ ὃᶻ  

EgyszerŤs²tve ὃ ὃᶻ  ®rt®k®vel kapjuk: 

ὃ ὃᶻ
ςὊ

Ὀ
 

Sz§m²t§sunk eredm®nye szerint a s¼rl·d§ssal csillap²tott rezg®s egym§st kºvetŖ maxim§lis 

kit®r®seinek k¿lºnbs®ge §lland·. EbbŖl ad·dik, hogy az azonos oldali amplit¼d·k k¿lºnbs®ge 

is §lland·, azaz a sz®lsŖ kit®r®si pontokra egyenes illeszthetŖ, amint azt a fenti §bra m®r®si 

grafikonj§n is igazolja. 

 

Vissza >>> 

  



70 
 

MR11. K®nyszerrezg®s ®s rezonancia vizsg§lata LabCamera interakt²v 

sz§m²t·g®pes mozg§ski®rt®kelŖ programmal 

(fakultat²v kieg®sz²tŖ anyag) 

R®szletek 

S²nen kºnnyen gurul· kiskocsit k®t v²zszintes rug· kapcsolja a s²nen szint®n kºnnyen mozg· 

kerethez. A keret k²v¿lrŖl v§ltoztathat· fordulatsz§m¼ motorral v²zszintes ir§nyban rezgethetŖ. 

A kocsit a motor tengely®hez excentrikusan csatlakoz· rudazat mozgatja.  

 

A k²s®rlet sor§n a motort bekapcsoljuk ®s fordulat§t lassan egyenletesen nºvelj¿k. A kiskocsi a 

motorral rezgetett keret hat§s§ra rezg®sbe jºn. A rezget®s frekvenci§j§nak nºveked®s®vel a 

kocsi rezg®si amplit¼d·ja egyre nŖ, majd a nºvekvŖ frekvencia ellen®re csºkkeni kezd. Kezdj¿k 

lassan csºkkenteni a motor fordulatsz§m§t! A kocsi rezg®si kit®r®se egy darabog ism®t 

nºvekszik, majd egy maximum ut§n ism®t lecsºkken.  

 

Figyelj¿k meg a kiskocsi mozg§s§t a v§ltoz· frekvenci§j¼ gerjesztŖ rezg®s hat§s§ra!  

A k²s®rletet tºbbszºr megism®telve a kºvetkezŖ meg§llap²t§sok tehetŖk:  

A kocsi a rug·k kºzvet²t®s®vel §tveszi a keret rezg®s®t- k®nyszerrezg®st v®gez. A rezget®s 

frekvenci§j§nak nºvel®s®vel a kiskocsi rezg®seinek kit®r®se (amplit¼d·) nºvekszik.  

A kiskocsi maxim§lis amplit¼d·j¼ rezg®sekor besz®l¿nk rezonanci§r·l. Ilyenkor a keret 

aktu§lis rezg®sideje kºzel azonos a rug·kkal kip§nyv§zott kocsi ¼n. saj§trezg®s®nek idej®vel. 

(Saj§trezg®srŖl akkor besz®ln®nk, ha a keretet rºgz²ten®nk ®s a kiskocsit a csak a rug·k 

rezgetn®k).  

A mikor a k¿lsŖ rezget®s frekvenci§ja megkºzel²ti a rug·kt·l rezgŖ kiskocsi ¼n. 

saj§tfrekvenci§j§t ï a k®nyszerrezg®s kit®r®se rohamosan nºvekszik. (A saj§tfrekvencia az a 

rezg®ssz§m, amivel a rug·kt·l kºzrefogott kiskocsi kit®r²t®s hat§s§ra rezegne, akkor, amikor a 

k¿lsŖ keret mozdulatlanul §ll. A rezg®s kit®r®se maxim§lis, amikor a rezgŖ keret frekvenci§ja 

megegyezik a kiskocsi saj§tfrekvenci§j§val. Ilyenkor a k®t rezg®s rezonanci§j§r·l besz®l¿nk. A 

gerjesztŖ frekvencia tov§bbi nºvel®s®vel a kocsi kit®r®se m§r nem nºvekszik, hanem egyre 

csºkken.  



71 
 

A k®nyszerrezg®s ï rezonancia folyamat§t, a motorral rezgetett keret ®s a rug·kkal hozz§ 

kapcsolt kiskocsi mozg§s§nak kapcsolat§t r®szleteiben vizsg§lhatjuk, ha a jelens®get a 

LabCamera Kinematika m®rŖprogramj§val vide·ra rºgz²tj¿k, ®s a sz§m²t·g®ppel kirajzoltatjuk 

a v§ltoz· frekvenci§val rezgetett keret ®s a kocsi rezg®seinek kit®r®s-idŖ grafikonj§t.  

 

A grafikonon a piros gºrbe a kocsi, a zºld a keret mozg§s§t mutatja. (A kit®r®sadatok hiteles 

§br§zol§s§hoz a m®rŖprogramot a kocsi elŖzetesen lem®rt hossz§val (12 cm) hiteles²tett¿k.)  

A k²s®rlet sor§n a keret rezg®si frekvenci§ja folyamatosan nºvekszik (rezg®sidŖ csºkken), 

mikºzben a rezg®s kit®r®se v§ltozatlan. 

A kiskocsi rezg®se a keret gerjesztŖ frekvenci§j§nak v§ltoz§s§nak kºvetkezt®ben frekvenci§j§t, 

f§zis§t ®s amplit¼d·j§t tekintve is v§ltozik.  

A kiskocsi rezg®s®t vizsg§lva a grafikont h§rom tartom§nyra bonthatjuk. A k²s®rlet elsŖ 

szakasz§ban a kocsi a kerettel f§zisban rezeg, felveszi a keret rezg®si frekvenci§j§t. A grafikon 

kºzep®hez kºzel²tve a kiskocsi rezg®si amplit¼d·ja lassan nºvekszik, mikºzben f§zisa egyre 

ink§bb elt®r a keret rezg®si f§zis§t·l. A grafikon kºz®psŖ szakasza a rezonanci§t mutatja. A 

kocsi rezg®si amplit¼d·ja a kezdeti ®rt®k tºbbszºrºs®re nŖ, maxim§lis ®rt®k®n a kocsi ®s a keret 

rezg®si f§zisa kb. ˊ/2 f§ziselt®r®st mutat. A kiskocsi maxim§lis rezg®si amplit¼d·j§hoz tartoz· 

rezg®sidŖbŖl sz§m²that· a rezonancia-frekvencia ®rt®ke, (a grafikonr·l leolvasva Ὕ

πȟχίȟ‫ ωὌᾀ), a kocsi maxim§lis rezg®si amplit¼d·ja ὃ ρρὧάȢ 

A grafikon harmadik szakasz§ban, a rezonanci§n t¼lhaladva, a kocsi fokozatosan lemarad az 

egyre gyorsabban rezgŖ kerettŖl. A keret mozg§sa most rohamosan csºkkenti a kocsi energi§j§t 

(maxim§lis kit®r®s®t). A kiskocsi szinte egyhelyben rezeg, mikºzben rezg®si f§zisa a keret 

rezg®s®vel ellent®tes f§zis¼v§ v§lik.  

A k²s®rlet m§sodik r®sz®ben a keretet meghajt· motor fordulat§t fokozatosan csºkkentj¿k. A 

keret ®s a kiskocsi mozg§s§t ebben a szakaszban az al§bbi grafikon mutatja.  
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A rezonancia jelens®ge a grafikon ezen m§sodik szakasz§n is megfigyelhetŖ. A kocsi rezg®si 

amplit¼d·ja akkor kezd nºvekedni, amikor a keret csºkkenŖ frekvenci§ja megkºzel²ti a kocsi 

saj§trezg®si frekvenci§j§t ®s a k®t rezg®s egyre ink§bb kºzeledik egym§shoz. £rdekes 

megfigyelni a piros gºrbe gyors lecseng®s®t, amikor a lelassult keret rezg®se a kocsival 

megegyezŖ f§zis¼ra v§lt, ezt jelzi a grafikonra rajzolt ny²l. Alacsony k®nyszer²tŖ frekvenci§n a 

kiskocsi rezg®se m®rs®kelt amplit¼d·val ism®t kºveti a keret rezg®s®t. 

 

Vissza >>> 
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MR12. Eºtvºs-effektus: a rezonancia egy speci§lis alkalmaz§sa 

(Eºtvºs Lor§nd a mozg· testeknek a Fºld forg§s§b·l ad·d· csek®ly s¼lyv§ltoz§s§t rezonancia-

elven mŤkºdŖ forgatott m®rleggel mutatta ki.)  

 

R®szletek 

A Fºld forg§s§nak kºvetkezm®nye, hogy a mozg· testek s¼lya kiss® elt®r a nyugv· helyzetben 

m®rhetŖ s¼lyukt·l. Az elt®r®s azonban olyan csek®ly, hogy a mindennapi ®let¿nkben tudom§st 

sem vesz¿nk r·la. A s¼lyv§ltoz§s a sebess®g nagys§g§t·l ®s ir§ny§t·l, valamint a fºldrajzi 

sz®less®gtŖl f¿gg. Ha p®ld§ul egy test az Egyenl²tŖn 10 m/s sebess®ggel nyugat fel® halad, s¼lya 

kb. 0,015%-kal nŖ, ha pedig kelet fel® mozog, akkor ugyanennyivel csºkken. Ezt a nagyon kicsi 

v§ltoz§st Eºtvºs Lor§nd 1917-ben szellemes laborat·riumi k²s®rlettel igazolta. A Fºldºn 

mozg· testek s¼lyv§ltoz§si jelens®g®t az·ta Eºtvºs-effektusnak nevezi a szakirodalom.  

Az Eºtvºs-effektus meg®rt®s®hez elŖszºr azt ®rdemes tiszt§zni, hogy mit nevez¿nk a testek 

s¼ly§nak. A test s¼ly§n azt az erŖt ®rtj¿k, amivel a test nyomja a v²zszintes al§t§maszt§si 

fel¿letet. A s¼ly egyezm®nyes jelºl®se Go. Tudnunk kell azt is, hogy az al§t§maszt· fel¿let a 

hat§s-ellenhat§s tºrv®nye ®rtelm®ben a rajta nyugv· testet felfel® nyomja, pontosan akkora 

erŖvel, mint a test s¼lya. (A talaj §ltal kifejtett nyom·erŖ szok§sos jelºl®se Ko.) 

N®zz¿k meg most, hogyan mozognak a Fºldºn nyugv· testek! A Fºldºn nyugv· testek val·ban 

mozognak a Fºldel egy¿tt, az §ll·csillagokhoz rºgz²tett vonatkoztat§si rendszerben. Mozg§suk 

egyenletes kºrmozg§s. Ha test az Egyenl²tŖn nyugszik, akkor egy R = 6378 km sugar¼ kºrºn 

®ppen vo = 465 m/s sebess®ggel mozog az §ll·csillagokhoz k®pest (§bra) Newton II. tºrv®nye 

®rtelm®ben egy test csak akkor v®gezhet egyenletes kºrmozg§st, ha a r§ hat· erŖk vektori 

eredŖje ®pp a p§lya kºz®ppontja (eset¿nkben a Fºld kºz®ppontja fel® mutat ®s nagys§ga): 

Ὂ ά
ὺ

Ὑ
 

ahol m jelenti a test tºmeg®t, R az Egyenl²tŖ kºr®nek sugar§t, vo a kºrmozg§s sebess®g®t. A 

p®ld§nkban szereplŖ testre k®t erŖ hat. Az egyik a Fºld tºmegvonz§sa (Fg gravit§ci·s erŖ) ®s a 

talaj §ltal kifejtett Ko a talaj §ltal kifejtett nyom·erŖ. A gravit§ci·s erŖt a Fºld fejti ki ®s 

f¿ggŖlegesen lefel®, a Fºld 

kºz®ppontja fel® hat, a talaj 

nyom·ereje ®pp ellent®tes ir§ny¼, 

f¿ggŖlegesen felfel® mutat. E k®t erŖ 

nagys§ga elt®rŖ. A k®t erŖ k¿lºnbs®ge 

biztos²tja a kºrmozg§st v®gzŖ test 

centripet§lis gyorsul§s§t.  

 

Ὂ ὑ ά
ὺ

Ὑ
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Ha a test az Egyenl²tŖn ὺ sebess®ggel kelet fel® mozog, akkor az §ll·csillagokhoz viszony²tva 

ὺ ὺ ὺ sebess®gŤ kºrmozg§st v®gez, azaz sebess®ge ὺ-vel meghaladja az Egyenl²tŖn a 

Fºld forg§s§b·l ad·d· ker¿leti sebess®get.  

Hasonl· okb·l a nyugat fel® halad· test ὺ ὺ sebess®gŤ kºrmozg§st v®gez. Ez®rt a kelet 

fel® halad· test centripet§lis erŖig®nye megnŖ, a nyugat fel® mozg·® lecsºkken. Mivel a testre 

hat· Fg gravit§ci·s erŖ mindk®t estben v§ltozatlan, a kºrmozg§s biztos²t§s§ra a Ko erŖ v§ltozik 

meg, m®gpedig a k®t estben ®ppen elt®rŖ m·don. A kelet fel® mozg· testek eset®n Ko kicsit 

lecsºkken, nyugat fel® mozg· testek eset®n megnŖ. A testekre hat· nyom·erŖ, ami a test 

s¼ly§nak ®rt®k®t hat§rozza meg a forg· Fºldºn mozg· testek eset®n megv§ltozik. Az 

Egyenl²tŖn a Fºldhºz k®pest nyugalomban l®vŖ test s¼lya teh§t 

ὑ Ὂ  ά
ὺ

Ὑ
 

A kelet fel® mozg· test s¼lya 

ὑ Ὂ  ά
ὺ ὺ

Ὑ
 

 A nyugat fel® mozg·test s¼lya  

ὑ Ὂ  ά
ὺ ὺ

Ὑ
 

 A s¼lyv§ltoz§s nagys§g§t a k®t egyenlet kivon§s§val kºnnyen megkaphatjuk: 

ὑ ὑ  ά
ὺ ὺ

Ὑ
 ά
ὺ ὺ

Ὑ

τάὺὺ

Ὑ
 

ĉgy p®ld§ul egy m = 100 kg tºmegŤ v = 100 km/h sebess®gŤ test s¼lyv§ltoz§sa az egyenl²tŖn, 

ha keleti ir§ny¼ sebess®g®t nyugati ir§ny¼ra v§ltoztatja a kb. 0,8N (ami 80 g tºmegŤ test 

s¼ly§nak felel meg.  

Ha a sz§m²t§sokat nem az Egyenl²tŖn tºrt®nŖ mozg§sokra, hanem a Fºld tetszŖleges • fºldrajzi 

sz®less®gŤ hely®n tºrt®nŖkre v®gezz¿k el, akkor a s¼lyv§ltoz§s m®rt®ke:  

ὑ ὑ  
τάὺὺ

Ὑ
Ͻὧέί• 

Eszerint Budapesten a p®ld§nkban szereplŖ test s¼lyv§ltoz§sa kb. 55 g tºmeg s¼ly§nak felel 

meg.  

 

Eºtvºs Lor§nd forg· m®rlege 

A mozg· testek s¼lyv§ltoz§s§nak laborat·riumi kimutat§s§ra Eºtvºs Lor§nd speci§lis m®rleget 

szerkesztett.  
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A m®rleg karjaira korong alak¼ f®m tºmegeket erŖs²tett. A m®rleget kiegyens¼lyozta, hogy a 

karok v²zszintesen §lljanak. Az eg®sz eszkºzt f¿ggŖleges tengelyŤ forgathat· t§ny®rra helyezte 

®s megforgatta. Az egyens¼ly megbomlott, ®s a m®rleg forg§s kºzben billegni kezdett. A forg· 

m®rleg billeg®se az Eºtvºs-effektus meggyŖzŖ k²s®rleti bizony²t®ka. A forg§s kºzben ï f®l 

fordulat idŖtartam§ra ï az egyik korong kelet fel®, a m§sik nyugat fel® mozog, azaz rendelkezik 

keleti, illetve nyugati ir§ny¼ sebess®gkomponenssel. A kelet fel® mozg· korong s¼lya csºkken, 

a nyugat fel® mozg·® nŖ. ĉgy a m®rleg kibillen v²zszintes helyzet®bŖl, a nyugat fel® halad· 

korong les¿llyed, a kelet fel® mozg· felemelkedik. A kºvetkezŖ f®lfordulat idŖtartam§ra a 

korongok szerepet cser®lnek, ez®rt a s¼lyv§ltoz§s most ellenkezŖen dºnti a m®rleget. A 

folyamat minden fordulat alatt ism®tlŖdik. Ha ezek a hat§sok ï a fordulatsz§m alkalmas 

megv§laszt§sa eset®n ï abban az ¿temben kºvetik egym§st, amely a m®rleg term®szetes 

leng®se, akkor rezonancia r®v®n a m®rlegkarok kit®r®se, amplit¼d·ja nºvekszik. A leng®s 

m®rt®k®nek azonban hat§rt szab a m®rleg tengelys¼rl·d§sa ®s a levegŖ kºzegellen§ll§sa. 

Tºk®letes rezonancia eset®n megfigyelhetŖ, hogy a m®rlegkarok a v²zszinteshez §lland· 

szºggel hajl· s²kban forognak.  

 

Eºtvºs Lor§nd eredeti m®rleg®t az Orsz§gos 

MŤszaki M¼zeum Ŗrzi 

Eºtvºs megold§sa a 

m®rleg forgat§s§ra 

forgat§s§ra 



76 
 

 

 

 

Az Eºtvºs-k²s®rlet szeml®letesen igazolja a Fºldºn mozg· testek s¼lyv§ltoz§s§t. Az Eºtvºs-

m®rleg azonban enn®l tºbbet is Ătudò: ki lehet vele m®rni a fºldforg§s ,szºgsebess®g®t an®lk¿l ‫ 

hogy kil®pn®nk a laborat·riumb·l. A m®r®s alapja az a t®ny, hogy a lengŖ m®rleg amplit¼d·ja 

nem nŖhet meghat§rozott maxim§lis ®rt®k fºl®. Eºtvºs felk®r®s®re Frºchlich Izidor, az egyetem 

elm®leti fizika professzora sz§m²t§sokkal kimutatta, hogy a m®rlegkarok maxim§lis Amax 

amplit¼d·j§t a forg· m®rleg tehetetlens®gi adatai (a f¿ggŖleges, illetve v²zszintes tengelyre 

vonatkoztatott tehetetlens®gi nyomat®ka) ῸȟῸ , a • fºldrajzi sz®less®g, valamint a s¼rl·d§s ®s 

kºzegellen§ll§s m®rt®k®re jellemzŖ K ar§nyoss§gi t®nyezŖ hat§rozza meg: 

ὃ
ς‫Ͻὧέί•Ͻɡ

ὑϽɡ 
 

A fenti mennyis®gek kºz¿l a tehetetlens®gi nyomat®k meghat§roz§s§ra pontos m®r®si 

m·dszerek §lltak Eºtvºs rendelkez®s®re. A K t®nyezŖ m®r®se azonban csak neh®zkesen ®s 

pontatlanul v®gezhetŖ el, tov§bb§ a m®rleg leng®seinek amplit¼d·ja sem m®rhetŖ kºzvetlen¿l. 

E neh®zs®gekre Eºtvºs Lor§nd ¿gyes k²s®rleti megold§st tal§lt. A maxim§lis amplit¼d· 

m®r®s®re f®nymutat·t haszn§lt. A m®rlegre, a forg§stengely fºl® v²zszintes s²k¼ t¿krºt szerelt 

®s azt f¿ggŖleges f®nysug§rral megvil§g²totta. Ha a m®rleg nyugalomban van, a f®nysug§r a 

t¿kºrrŖl ºnmag§ban (f¿ggŖlegesen) verŖdik vissza. Ha a m®rleg forog, de egyens¼lya nem 

bomlik meg (arret§lva van), a sug§rmenet nem v§ltozik. Ha azonban a forg· m®rleg billeg is, 

akkor a t¿kºrrŖl visszaverŖdŖ f®ny f¿ggŖleges tengelyŤ kºrk¼p pal§stj§t s¼rolva mozog. A 

m®rleg fordulatsz§m§t a rezonanciajelens®gig fokozatosan nºvelve, a leng®si amplit¼d·val 

egy¿tt nŖ a k¼p ny²l§sszºge is. A rezonancia-fordulatsz§mot t¼ll®pve az amplit¼d· ®s vele 

egy¿tt a f®nyk¼p ny²l§sszºge is csºkken. Eºtvºs azonban nem a k¼p ny²l§sszºg®t figyelte, 

hanem a mozg· f®nysugarat egy 45o-os t¿kºrrel a laborat·riumfal§ra akasztott ernyŖre vet²tette. 

A f®nyfolt az ernyŖre kºrt rajzolt, aminek §tm®rŖj®t a f®nyk¼p ny²l§sszºge hat§rozta meg. 

Rezonancia eset®n a billegve forg· m®rlegrŖl visszaverŖdŖ f®nysug§r §ltal az ernyŖre rajzolt 

kºr m®rete maxim§lis volt. Eºtvºs ezt figyelve §llap²totta meg mikor leng maxim§lis 

amplit¼d·val a m®rleg.  

A billegve forg· m®rleg k®t mozg§sf§zisa az Eºtvºs-effektust bemutat· filmbŖl kiemelve 
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A K csillap²t§si t®nyezŖ m®r®s®t Eºtvºs Lor§nd kompenz§ci·s m·dszerrel k¿szºbºlte ki. A 

m®rleg karjaira egy-egy f¿ggŖleges m§gnesrudacsk§t rºgz²tett ®s a m®rleget £ïD ir§nyba 

be§ll²tott §ramj§rta tekercs m§gneses ter®ben forgatta az elŖzetesen meghat§rozott rezonancia-

fordulatsz§mmal. Ha a tekercsre nem kapcsolt §ramot, a m®rleg a kor§bban le²rtak szerint 

billegve forgott. Ha a tekercsben §ram folyt, a kºzel v²zszintes ir§ny¼ m§gneses t®r forgat· 

nyomat®kkal hatott a m§gnesrudacsk§kra ®s ezzel akad§lyozta a forg· m®rleg elbillen®s®t a 

s¼lyv§ltoz§s hat§s§ra. Tekercset kellŖ erŖss®gŤ §rammal gerjesztve el®rhetŖ, hogy a k®t hat§s 

egym§st teljesen kioltsa.  

 

A forg· m®rleg billeg®s®nek m§gneses kompenz§l§sa 

Kisz§m²that·, hogy a billeg®s m§gneses kompenz§l§sa eset®n a tekercs H m§gneses ter®nek ®s 

a m§gnesrudacsk§k m m§gneses nyomat®k§nak szorzata a m§r Fºld forg§si szºgsebess®g®vel ‫ 

®s a • fºldrajzi sz®less®ggel, tov§bb§ a m®rleg Ὸ tehetetlens®gi nyomat®k§val ®s az f0 

rezonanciafrekvenci§val a 

Ὄά ‫Ͻὧέί•Ͻτ“ϽὪϽῸ  

ºsszef¿gg®sben van. Innen a Fºld forg§si szºgsebess®ge kifejezhetŖ ®s a m®rt adatok 

birtok§ban numerikusan is kisz§m²that·. Az Eºtvºs-effektus alapj§n meghat§rozott ®rt®k 

egyezik a csillag§szati m·dszerekkel meghat§rozott, r®g·ta ismert ®rt®kkel.  

 

Vissza >>> 

  

Eºtvºs Lor§nd k²s®rleti m·dszere a rezonancia ®szlel®s®re 
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MR13. Csatolt r¼ding§k leng®s®nek vizsg§lata 

A k²s®rlet 

Bunsen-§llv§nyok kºz® rºgz²tett v²zszintes r¼dra k®t egyforma, egym§st·l f¿ggetlen r¼ding§t 

f¿ggeszt¿nk.  

(A r¼dinga v®kony alum²niump§lca, aminek als· v®g®re nagyobb, sz²nes f®ms¼ly van 

felerŖs²tve, felsŖ v®g®n c®rnahurok szolg§l az inga felakaszt§s§ra. A p§lca tºmege sokkal 

kisebb a v®g®n l®vŖ f®mhenger tºmeg®n®l.) 

A r¼ding§kkal v®gezz¿k el sorban az al§bb megbetŤzºtt egyszerŤ k²s®rleteket, ®s figyelj¿k meg 

az ing§k mozg§s§t! 

 

A) Hozzuk leng®sbe az ing§kat elŖszºr ¼gy, hogy azonos m®rt®kben azonos ir§nyba 

t®r²tj¿k ki Ŗket, majd egyszerre elengedj¿k! Figyelj¿k meg az ing§k mozg§s§t!  

B) Ism®telj¿k meg a k²s®rletet, ¼gy, hogy a k®t ing§t ellenkezŖ ir§ny¼ kit®r²t®ssel, 

egym§ssal szembe hozzuk leng®sbe! Mindk®t megfigyelt esetben az ing§k, b§r nincs 

kºzt¿k semmi kapcsolat, azonos ¿temben lengenek.  

     

 

C) A kezdeti k²s®rleti ºssze§ll²t§st m·dos²tsuk ¼gy, hogy a k®t ing§t a rudak felsŖ 

negyed®ben v®kony fonal laz§n ºsszekºtj¿k ®s a fonal kºzep®re kis s¼lyt akasztunk. A 

s¼ly megfesz²ti a fonalat ®s ²gy ºsszekapcsolja (csatolja) a k®t ing§t. 

D) A k®t ing§t egyidejŤleg ellenkezŖ ir§nyba kit®r²tve leng®sbe hozzuk. A k®t inga 

ellent®tes f§zisban, §lland· frekvenci§val folyamatosan leng. A mozg§s, az ing§k kºzti 

csatol§s ellen®re, l§tsz·lag hasonl· az elsŖ k²s®rletben megfigyelt mozg§shoz. 

E) Ism®telj¿k meg a k²s®rletet ¼gy is, hogy a k®t csatolt ing§t egyidejŤleg, azonos ir§ny¼ 

kit®r²t®ssel hozzuk leng®sbe! 

 

A k®t inga egym§ssal f§zisban, azonos, §lland· frekvenci§val folyamatosan leng. A mozg§s a 

csatol§s ellen®re l§tsz·lag hasonl· a f¿ggetlen ing§kkal v®gzett m§sodik k²s®rlethez. 
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Ism®telj¿k meg a csatolt ing§kkal a k²s®rletet ¼gy, hogy csak a jobb oldali ing§t oldalra h¼zva 

kit®r²tj¿k, majd elengedj¿k! 

A jobb oldali lengŖ inga ï kºzt¿k l®vŖ csatol§son kereszt¿l ï fokozatosan mozg§sba hozza a 

bal oldali ing§t is. Mikºzben a baloldali inga egyre nagyobb kit®r®sekkel leng, a jobb oldali 

inga kit®r®se fokozatosan csºkken, amikor a bal oldali inga kit®r®se maxim§lis, a jobboldali 

kit®r®se z®rus, a folyamat most ford²tott ir§nyban elºlrŖl kezdŖdik, majd ez ²gy v§ltakozva 

folytat·dik. 

Cser®lj¿k ki ezut§n a k®t ing§t ºsszekºtŖ fon§lra akasztott s¼lyt kisebbre, ²gy a fonal kev®sb® 

fesz¿l, a csatol§s a kor§bbi esetekhez k®pest gyeng®bb lesz. A jobb oldali ing§t oldalra h¼zva 

t®r²ts¿k ki, majd engedj¿k el! 

Az ing§k mozg§sa nagyon hasonl· az elŖzŖ k²s®rletben megfigyelthez, a gyeng®bb csatol§s 

miatt azonban az ing§k leng®sv§lt§sa lassabban tºrt®nik, mint az erŖsebb csatol§s eset®n. 

A csatolt ing§k leng®seit jellemzŖ kit®r®s-idŖ grafikonok tanulm§nyoz§sa a jelens®g egyszerŤ 

megfigyel®s®n®l szakszerŤbb elemz®st tesz lehetŖv®. A grafikonok kirajzoltat§s§ra a m§r sokat 

haszn§lt LabCamera Kinematika programot haszn§ltuk. (A m®rŖprogram hossz¼s§g-

kalibr§l§s§hoz felhaszn§ltuk, hogy a r¼ding§k hossza 54 cm!) 

A sz§m²t·g®pes program alkalmaz§s§val a kºvetkezŖ egyszerŤ m®r®si feladatok tŤzhetŖk ki: 

Vizsg§ljuk meg k²s®rletsorozat sor§n a r¼ding§k leng®s®t! 

Az A) ®s B) k²s®rletek sor§n felvett kit®r®s-idŖ grafikonok alapj§n hat§rozzuk meg a f¿ggetlen 

r¼ding§k peri·dusidej®t, majd hasonl²tsuk ºssze a C) ®s D) k²s®rletek hasonl· ir§ny¼ 

leng®seinek peri·dusidej®vel! 

Az E) k²s®rletben vizsg§lt csatoltan lengŖ ing§k eset®n jellemezz¿k a mozg§s kit®r®s-idŖ 

grafikonj§t, hat§rozzuk meg a lebeg®si peri·dusidŖt ®s az ing§k saj§t leng®sidej®t (ez ut·bbit 

az erŖs leng®s szakaszaiban c®lszerŤ m®rni)! 

Mutassuk meg a k¿lºnbºzŖ frekvenci§j¼ rezg®sek ºsszegz®s®t t§rgyal· MR3. mell®klet alapj§n, 

hogy az E) k²s®rlet sor§n a csatolt r¼ding§k v§ltakoz· leng®se, mint Ălebeg®sò ®rtelmezhetŖ! A 

lebeg®st eredm®nyezŖ k®t k¿lºnbºzŖ frekvenciak®nt most a C) ®s a D) k²s®rletek alapj§n 

meghat§rozott leng®sidŖket vegy¿k alapul! 

Hasonl²tsuk ºssze az E) ®s az F) k²s®rletek csatolt leng®seit! Hogyan befoly§solja a csatol§s 

erŖss®ge a csatolt leng®sek lebeg®si frekvenci§j§t? 

A feladatok sorrendj®t kºvetve a megold§sok az al§bbiak: 

Az egyforma, egym§st·l f¿ggetlen r¼ding§k peri·dusideje a leng®s f§zis§t·l f¿ggetlen¿l 

azonos. Az A) ®s a B) k²s®rlet eset®n az 5 leng®s idej®bŖl sz§m²tott §tlagos leng®sidŖ hib§n bel¿l 

megegyezik T = 1,46 s. A grafikonokat az §bra mutatja. 
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A k®t inga csatol§sa ut§n csak k®t olyan leng®s§llapotot tal§lunk, amiben az ing§k stabilan 

egyenletesen lengenek. Ezeket Ăsaj§tleng®seknekò (saj§trezg®seknek) nevezz¿k. Ez a k®t eset 

akkor §ll elŖ, ha az ing§kat azonos f§zisban, illetve ellenkezŖ f§zisban ind²tjuk. Ilyenkor az 

ing§k megtartj§k az ind²t§ssal meghat§rozott f§zisukat, ®s azonos frekvenci§val ®s v§ltozatlan 

A) k²s®rlet 

B) k²s®rlet 

C) k²s®rlet 

D) k²s®rlet 
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amplit¼d·val lengenek. £rdekes, hogy az ing§k leng®si frekvenci§ja a k®t esetben elt®rŖ (²gy 

®rtelemszerŤen el kell t®rnie az egyed¿l§ll· inga leng®si frekvenci§j§t·l is). 

A csatol§s hat§s§ra a k®t inga leng®sideje tov§bbra is azonos, de leng®sidŖk ®rt®ke att·l f¿ggŖen 

v§ltozik meg, hogy az ing§k mozg§sa azonos vagy ellent®tes f§zis¼. 

Az ellent®tes f§zis¼ csatolt leng®sek eset®n a k®t inga leng®sideje egyform§n kicsit lecsºkken a 

mag§nyos inga leng®sidej®hez k®pest: T1 å 1,38 s. 

Az azonos f§zis¼ csatolt leng®sek D) peri·dusideje T2 å 1,46 s. 

Az E) k²s®rlet eset®n a csatolt ing§k Ălebeg®stò mutat· kit®r®s ï idŖ grafikonj§n j·l l§tszik, hogy 

a Ăk®kò inga ind²t· kit®r²t®se ut§n az amplit¼d· csºkken, mikºzben csatolt Ăpirosò inga egyre 

ink§bb rezg®sbe jºn. Mindk®t inga amplit¼d·ja ellent®tes ¿temben periodikusan ingadozik. 

 Mindk®t inga leng®si frekvenci§ja (10 leng®s §tlagak®nt) T å 1,42 s. 

A lebeg®s peri·dusideje: TL å 26,1 s. 

 

 

 

Az E) k²s®rlet grafikonj§n mindk®t inga leng®si amplit¼d·ja periodikusan ingadozik, a k®t inga 

leng®si maximuma egym§shoz k®pest f®l lebeg®s-peri·dussal eltol·dott. Hasonl· jelens®g l®p 

fel, ha k®t kicsit elt®rŖ frekvenci§j¼ rezg®st ºsszegz¿nk, amit Ălebeg®snekò neveznek. (L§sd 

rezg®sek ºsszegz®s®re vonatkoz· k²s®rletek.) Az ing§k leng®s®ben tapasztalt lebeg®st a 

k¿lºnbºzŖ peri·dusidejŤ leng®sek eredŖjek®nt a rezg®sekhez hasonl· m·don ®rtelmezhetj¿k. 

Eset¿nkben a k®t ºsszegzendŖ leng®s az ing§k k®t saj§tleng®se, amelyek leng®sidej®t a C) ®s a 

D) k²s®rletek sor§n hat§roztuk meg. A lebeg®s peri·dusidej®t az elm®let szerint a k®t ºsszetevŖ 

rezg®s peri·dusidej®bŖl sz§m²thatjuk ki a kºvetkezŖ m·don  

4  
ὝϽὝ

Ὕ Ὕ 

ρȟσψϽρȟτφ

ρȟτφ ρȟσψ
ςυȟς ί 

A sz§m²tott ®s a m®rt eredm®nyek j· egyez®se igazolja, hogy a csatolt ing§k periodikusan 

v§ltoz· amplit¼d·ja, mint Ălebeg®sò ®rtelmezhetŖ. A lebeg®s sor§n a csatol§s miatt fell®pŖ k®t 

saj§tleng®s peri·dusideje tekinthetŖ a k®t elt®rŖ frekvenci§j¼ rezg®sºsszetevŖnek. 
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A F) k²s®rlet sor§n a kor§bbihoz hasonl· lebeg®st tapasztalunk, Mivel a r¼ding§kat ºsszekºtŖ 

fon§lra akasztott s¼ly kisebb, az ing§k kºzti csatol§s gyeng®bb. 

 

 

 

A k®t lebeg®si gºrb®t ºsszehasonl²tva az alapvetŖ hasonl·s§g mellett, k¿lºnbs®gk®nt 

§llap²thatjuk meg, hogy a gyeng®bb csatol§s a lebeg®si peri·dusidej®nek nºveked®s®t 

eredm®nyezte. Az ing§k leng®sideje sz§mottevŖ v§ltoz§st nem mutat. 

A csatolt rezg®sek t®makºre a kºz®pfok¼ fizikatan²t§sban emelt szintŤ kieg®sz²tŖ anyag. A 

feldolgoz§s fakultat²v form§ban, szakkºrºn, tehets®ggondoz· kiscsoportos foglalkoz§s 

keret®ben aj§nlott. 

 

Vissza >>> 
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MR14. Csillap²tatlan leng®sŤ inga k®sz²t®se  

(emelt szintŤ fakultat²v demonstr§ci·s k²s®rlet) 

A s¼rl·d§s ®s a kºzegellen§ll§s hat§s§ra a mag§ra hagyott lengŖ inga mozg§sa folyamatosan 

csillapodik, ®s tºbb-kevesebb idŖ alatt le§ll. Ha azt akarjuk, hogy az inga csillap²tatlan 

harmonikus leng®seket v®gezzen, minden leng®si f§zisban p·tolni kell az elveszett energi§t.  

Ezt tessz¿k, amikor olyan kisgyereket hint§ztatunk a j§tsz·t®ren, aki maga m®g nem tudja 

hajtani a hint§t. A hinta hamar meg§llna, ha j·l idŖz²tett ®s ir§ny²tott lºk®ssel nem p·toln§nk a 

vesztes®get. A j§tsz·t®ri hinta eset®n gyorsan r§®rz¿nk, hogyan kell lºkni a hint§t, hogy leng®s 

amplit¼d·ja se ne csillapodjon, se ne nºvekedjen. A szok§sos megold§s az, hogy a hint§t 

valamelyik sz®lsŖ helyzet®ben a mozg§sir§ny v§ltoz§sakor lºkj¿k az ¼j ir§nyba. Ha lºk®sek a 

kellet®n®l kisebbek, a csillapod§s m®rt®ke csºkken ugyan, de nem szŤnik meg, ha a lºk®sek t¼l 

nagyok, a hinta egyre magasabbra emelkedik. A feladat automatiz§l§sa l§tsz·lag nem egyszerŤ 

feladat. 

Az al§bbi k²s®rleti ºssze§ll²t§s l§tv§nyosan ®s tanuls§gos megold§st mutat a probl®m§ra. 

 

Iskolai transzform§tork®szletbŖl v§lasszuk ki az 1200 menetes ®s a 12000 menetes tekercseket 

®s fŤzz¿k Ŗket kºzºs egyenes vasmagra! A tekercseket, valamint egy BC184C k·djelz®sŤ 

tranzisztort kºss¿k be k®t sorba kapcsolt 4,5 V-os laposelem §ramkºr®be az al§bbi rajz szerint!  

Nem t¼l erŖs ker§mia m§gneskorongot (pl. ¼n. iskolai applik§ci·s m§gnest) ingatestk®nt 

f¿ggessz¿nk fel kb. f®l m®teres fonalra ®s l·gassuk a vasmag fºl® ¼gy, hogy a m§gnes ®s 

vasmag kºzºtt n®h§ny mm-es l®gr®s legyen! Kit®r²tve egyens¼lyi helyzet®bŖl hozzuk leng®sbe 

a m§gnes-ing§t!  
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Szerencs®s esetben k²s®rlet¿k mŤkºdik ®s az inga csillapod§s n®lk¿l hosszan leng mindaddig, 

am²g a telepek kimer¿lnek. A csillap²tatlan leng®shez sz¿ks®ges energiap·tl· lºk®seket az 

§ramkºr elektrom§gnese szolg§ltatja, ®pp a sz¿ks®ges ¿temben. Amikor a m§gnes-inga a 

vasmag fel® kºzeledik, akkor a felsŖ elektrom§gnes tekercs®ben fesz¿lts®g induk§l·dik. 

Alkalmas polarit§s ®s cs®v®l®si ir§ny mellett az 12000 menetes tekercsnek a tranzisztor b§zis§ra 

(B) csatlakoz· pontja pozit²v, az emitterre (E) kºtºtt pontja negat²v lesz. Ilyen polarit§s eset®n 

a tranzisztor pozit²v b§zisfesz¿lts®get kap, ®s Ăkinyitò. Az 1200 menetes tekercsen ²gy §tfoly· 

§ram m§gneses tere a kºzeledŖ ing§t megr§ntja. Az inga t§volod§sakor a felsŖ tekercsben 

induk§l·d· fesz¿lts®g elŖjelet v§lt, a tranzisztor lez§r ®s a beh¼z· als· tekercs §rama 

megszŤnik. Az inga kºvetkezŖ f®lleng®sekor a folyamat ism®tlŖdik. Helyes be§ll²t§s eset®n az 

inga f®lleng®snyi idŖ alatt bekºvetkezŖ energiavesztes®g®t a zsebtelep §ram§nak munk§ja 

p·tolni tudja.  

A be§ll²t§s ellenŖrz®s®hez ®rdemes az als· tekercs ®s a telep negat²v p·lusa kºz® egy kb. 50 

mA m®r®shat§r¼ §ramm®rŖ mŤszert kºtni. A mŤszerrel ellenŖrizhetŖ, hogy a m§gnes-inga 

kºzeled®s®re a tranzisztor nyit-e. Ha nem, ¼gy c®lszerŤ megvizsg§lni, hogy a tekercsek 

cs®v®l®si ir§nya j·-e, esetleg a m§gnes gyenge, a telep kimer¿lt, vagy kontaktushiba van a 

kºrben.  

Megjegyz®s: 

- A le²rt kapcsol§shoz hasonl· §ramkºr mŤkºdteti a 

k®pen l§that· j§t®kos Ăºrºkmozg·ò mobil 

dekor§ci·t. Az eszkºz galvaniz§lt mŤanyagb·l 

k®sz¿lt. MŤkºd®sben a k¿lsŖ kºrabroncs az ²velt 

tart·kra t§maszkod· v²zszintes tengely®n leng. A 

kºr²v alj§n l§that· kis henger a fesz¿lts®get induk§l· 

m§gnes, az §llv§ny vastag talp§ban tal§lhat· a k®t 

elektrom§gnesbŖl, tranzisztorb·l ®s telepbŖl §ll· 

§ramkºr. A k¿lsŖ abroncs tov§bbi forg§sk®pes 

alkatr®szek tengely®t tartja, ®s ¿gyesen elhelyezett tov§bbi m§gnesek ®s tºmegek 

kºlcsºnhat§s§nak eredm®nyek®nt mozg§sba is hozza. A bonyolult kºlcsºnhat§sok 

eredm®nyek®nt a j§t®k mozg§s§ban semmi szab§lyszerŤs®g nem fedezhetŖ fel.  

 

Vissza >>>  
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2. MECHANIKAI HULLĆMOK  

A hull§m fogalm§t kºznapi ®rtelemben ismerik a di§kok. Ennek kapcs§n a legtºbben a szinusz-

f¿ggv®ny gºrb®j®re, illetve a v²zhull§mokra gondolnak, de sokan hallottak mikrohull§mokr·l, 

r§di·hull§mokr·l, fºldreng®shull§mr·l stb. A kºz®piskolai fizikatan²t§s feladata, hogy fizikai 

tud§startalmat kapcsoljon a h®tkºznapi hull§mfogalomhoz, k²s®rletekre alapozva kieg®sz²tse ®s 

rendszerezze a megl®vŖ ismereteket. Fontos, hogy a di§k vil§gosan l§ssa, a rezg®s ®s a hull§m 

fogalmi kapcsolat§t, tov§bb§, hogy mi a kºzºs ®s mi a k¿lºnbºzŖ az elt®rŖ elnevez®sŤ hull§mok 

kºzºtt. A t®makºr feldolgoz§s§t, a kºzvetlen¿l megfigyelhetŖ mechanikai hull§mok 

bevezet®sek®nt, a rugalmas kºzegben keltett helyi deform§ci·s zavar terjed®s®nek 

megfigyel®s®vel kezdj¿k. Ezt kºveti a kºzeg valamely pontj§n keltett rezg®sek terjed®s®vel 

kapcsolatos hull§mmozg§s t§rgyal§sa, majd a tipikus hull§mjelens®gek (tºr®s, visszaverŖd®s, 

elhajl§s, interferencia stb.) bemutat§sa ®s ®rtelmez®se. A mechanikai hull§mjelens®gek 

t§rgyal§s§t az egydimenzi·s kºt®lhull§mokn§l kezdj¿k, amit a fel¿leti hull§mok majd t®rben 

terjedŖ hanghull§mok jelens®gkºre kºvet. Ez ut·bbi hull§mai m§r l§thatatlanok, de hall§sunk 

r®v®n ®rz®kszervileg megfigyelhetŖk. A k®sŖbbiekben t§rgyalt elektrom§gneses hull§mok 

kºz¿l csak a f®nyjelens®gekrŖl vannak kºzvetlen ®rz®kszervi inform§ci·ink, a tºbbi 

elektrom§gneses hull§m ®rz®kel®s®hez speci§lis mŤszerek seg²ts®g®re szorulunk. Az 

elektrom§gneses hull§mok tan²t§sa sor§n a legnehezebb a tan§r dolga. Itt a mechanikai 

hull§mok megfigyel®se alapj§n kialak²tott §ltal§nos fogalmakra ®s az ott megismert 

hull§mk²s®rletekhez (pl. interferencia, polariz§ci·) hasonl· k²s®rletek kºzvetett tapasztalataira 

®p²thet. Az §ltal§nos hull§mtulajdons§gok szeml®letet ad· t§rgyal§sa a mechanik§ban ez®rt 

kiemelten fontos, A modern fizika egyik legl®nyegesebb felismer®s®hez, az anyag kettŖs 

term®szet®nek tan²t§s§hoz szint®n a mechanik§ban kialak²tott hull§mfogalmakat, az ott 

megismert alapvetŖ hull§mk²s®rleteket (Pl. Young-f®le k®tr®ses interferencia) haszn§ljuk fel.  

M§r a mechanikai hull§mok tan²t§sa sor§n felh²vjuk a di§kok figyelm®t, hogy a hull§mmozg§s 

alapvetŖen k¿lºnbºzik a kor§bban tanult mozg§sokt·l. A kor§bbi mechanikai mozg§sok eset®n 

mindig testek mozg§s§t t§rgyaltuk. A mechanikai hull§mok eset®n a mozg§st j·l ®rz®kelj¿k, 

sebess®g®t m®rni tudjuk, de nem tudjuk megnevezni a mozg· testet. Ezzel kapcsolatos, hogy a 

hull§mok ï szemben a mozg· testekkel ï akad§lytalanul §thaladhatnak egym§son. A hull§mban 

a rezg®s§llapot, illetve a rezg®shez kapcsol·d· energia terjed j·l ®rz®kelhetŖ sebess®ggel. 

2.1. Hull§mjelens®gek egydimenzi·ban 

Hull§mtani alapk²s®rletek, alapfogalmak  

A hull§mjelens®gek t§rgyal§s§t egydimenzi·s rug·kkal ºsszekapcsolt tºmegpontok sor§n 

c®lszerŤ kezdeni, majd rugalmas Ăkºzegbenò (gumikºt®len, nagy menetŤ laza spir§lrug·n) 

l®trehozott lok§lis deform§ci· terjed®snek bemutat§s§val folytatni. Az egyszeri lºk®sszerŤ 

zavar terjed®s®nek bemutat§s§t kºvetŖen folytonos periodikus rezg®ssel keltett Ăzavarò 

kiterjed®s®t vizsg§ljuk rugalmas pontsoron, illetve gumikºt®len, spir§lrug·n. 
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2.1.1. Lok§lis deform§ci· terjed®se rugalmas pontsoron 

S²nen fut· egyforma demonstr§ci·s kiskocsikat egyforma rug·k kºzbeiktat§s§val kapcsolunk 

egym§shoz. (Az ºssze§ll²t§s a rugalmas r¼d modellj®nek tekinthetŖ, a kocsik a r¼d Ăatomjaiò, 

amiket rugalmas erŖk kºtnek egym§shoz. ElŖnye, hogy a rugalmas zavar terjed®s®nek 

folyamat§t kºzvetlen¿l ®rz®kelj¿k. Az elsŖ kiskocsi hirtelen megh¼z§sa sor§n elŖszºr a 

kocsihoz kºzvetlen¿l kapcsol·d· elsŖ rug· ny¼lik meg, ami mag§val h¼zza a m§sodik kocsit, 

majd az a harmadikat stb. A sor elej®n keltett deform§ci·s zavar j·l ®rz®kelhetŖ sebess®ggel 

v®gigfut az eg®sz kocsisoron. A pontsoron v®gigfut· zavar megfigyel®se mutatja, hogy a 

kiskocsik mindegyike saj§t egyens¼lyi §llapota kºr¿l v®gez rezgŖ mozg§st, ®s a pontsoron a 

rezg®s§llapot terjed tova.  

 

A jelens®g taneszkºz k®szletk®nt forgalmazott rugalmasan csatolt r¼dinga-sorral is 

bemutathat·. Ennek elŖnye a kiskocsikb·l §ll· ºssze§ll²t§shoz k®pest, hogy a longitudin§lis 

zavar terjed®se mellett transzverz§lis (a terjed®si ir§nyra merŖleges) zavar terjed®s®t is 

bemutathatjuk, majd a folytathatjuk a folyamatos rezget®ssel keltett longitudin§lis ®s 

transzverz§lis hull§mmozg§s ®s tov§bbi alapjelens®gek bemutat§s§val. ®s tov§bbi 

alapjelens®gek bemutat§s§val. Az ingasort a tanszerkereskedelem c®leszkºzk®nt forgalmazza. 

Az ingasoron l®trehozott zavar tanulm§nyoz§sa itt is vil§gosan megmutatja, hogy a mozg§s 

sor§n a kºzeg r®szecsk®i saj§t egyens¼lyi helyzet¿k kºr¿l v®geznek rezg®seket. A 

transzverz§lis hull§mban a r®szecsk®k elmozdul§sa a terjed®s ir§ny§ra merŖlegesen, a 

longitudin§lisban pedig a terjed®s ir§ny§val p§rhuzamosan tºrt®nik. A Ăkºzegò a zavar 

terjed®se sor§n lok§lisan deform§l·dik. A longitudin§lis hull§mban a deform§ci· egyszerŤ 

ºsszenyom·d§s ®s megny¼l§s, a transzverz§lisban bonyolultabb, mert mindig fell®p benne 

ny²r§s is. (Ide§lis g§zokban transzverz§lis hull§m nem is jºhet l®tre, mert benn¿k nincsenek 

ny²r· erŖk.) 

 

2.1. §bra: Transzverz§lis ®s longitudin§lis hull§m ingasoron 
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2.1.2. A hull§m terjed®se rugalmas kºzegben 

A rugalmasan kºt®ssel sorba kapcsolt tºmegpontokkal v®gzett modellk²s®rlet ut§n 

gumikºt®llel, illetve laza spir§lrug·val k²s®rletezve tov§bbra is csak egy dimenzi·ban, de m§r 

val·s rugalmas kºzegben k²s®rletez¿nk. A helysz²nen elv®gzett egyszerŤ k²s®rlet-sorozat 

megfigyel®seihez kapcsolva vezethetj¿k be a hull§mtan alapfogalmainak jelentŖs r®sz®t. A 

lok§lis zavar k®t alapt²pus§t (transzverz§lis ®s longitudin§lis), a terjed®si sebess®get, a hull§m 

visszaverŖd®s®t a kºzeghat§ron. Itt t§rgyaljuk meg; a periodikus rezget®ssel keltett deform§ci· 

terjed®s®vel kialakul· halad· hull§mot, a hull§m idŖbeli ®s t®rbeli periodicit§s§t jellemzŖ 

mennyis®geket (frekvencia, hull§mhossz), a hull§m azon saj§ts§g§t, hogy a hull§mban energia 

terjed, de anyagtranszport n®lk¿l, valamint, hogy a rugalmas kºzegben keltett lok§lis 

deform§ci·k zavartalanul ®s pillanatszerŤen szuperpon§l·dnak, ®s ²gy a folyamatos hull§mok 

akad§ly n®lk¿l §thaladnak egym§son. 

 

A longitudin§lis hull§m 

Egyenes vonal ment®n terjedŖ longitudin§lis hull§m eset®n a pontsor (kºzeg) elemeinek 

mozg§sa ®s a terjed®si sebess®g azonos ir§nyba esik. A folytonos rugalmas kºzegen v®gigfut· 

longitudin§lis hull§m miatt a kºzeg lok§lisan ºsszenyom·dik ®s megny¼lik, emiatt sŤrŤsºd®sek 

®s ritkul§sok keletkeznek benne. Ilyen deform§ci· terjed®s®nek, a longitudin§lis hull§mnak a 

szeml®ltet®s®re a gumikºt®l nem alkalmas. Helyette laza spir§lrug·t c®lszerŤ haszn§lni. Az 

ac®lb·l vagy speci§lis mŤanyagb·l k®sz²tett nagy keresztmetszetŤ laza rug·t v²zszintes 

helyzetben n®h§ny menetenk®nt megism®telve c®rnahurkokra f¿ggesztj¿k ¼gy, hogy a menetek 

t§vols§g n®h§ny mm-nyi legyen. A felf¿ggesztett rug· egyik v®g®t hirtelen beljebb lºkve, j·l 

kºvethetŖ sŤrŤsºd®si zavar halad v®gig a rug·n. A zavar terjed®si sebess®ge j·l ®rz®kelhetŖ. A 

rug· v®g®rŖl a hull§m visszaverŖdik. A visszaverŖd®s lok§lisan ¼gy ®rtelmezhetŖ, hogy a kºzeg 

v®g®n mozg· r®szecske a hat§rral, mint fallal ¿tkºzik, ®s onnan visszaverŖdik. (Az ¿tkºz®ses 

k®p rºgz²tett v®g eset®n pontosan le²rja a visszaverŖd®st, nyitott v®g eset®n m§r nehezebb ennek 

a k®pnek az alkalmaz§sa.) 

A v²zszintesen felf¿ggesztett rug· egyik v®g®t periodikusan rezgetve a rug· ment®n 

longitudin§lis hull§m alakul ki.  

Hull§mtani alapk²s®rletek bemutat§sa csatolt r¼dinga-sorral 

(MH1.) 

R®szletek >>> 
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Megjegyz®s: 

- A longitudin§lis hull§m ®s a transzverz§lis hull§m bemutat§s§ra is nagyon alkalmas a 

f®m-, illetve mŤanyag v§ltozatban kºzismert ĂSlinky-ò vagy Ăl®pegetŖ rug·ò. 

-  

 

2.1.3. Transzverz§lis deform§ci· terjed®se gumikºt®len 

Hossz¼ (4-8 m-es) gumikºt®l (gumicsŖ) egyik v®g®t kºss¿k szil§rdan §ll· §llv§nyhoz, vagy 

fogassuk meg egy di§kkal! M§sik v®g®n®l megfogva ®s enyh®n megfesz²tve, hozzuk v²zszintes 

helyzetbe a kºtelet! Tenyer¿nket a kºt®lre merŖlegesen tartva, k®z®llel ¿ss¿nk r§ a kºt®lre! 

Figyelj¿k meg, hogy a kºt®len egy Ăhorpad§sò fut v®gig, majd a kºt®l v®g®tŖl visszaverŖdik.  

 

2.2. §bra: A kºt®len v®gigfut· zavar a kºt®l v®g®n visszaverŖdik 

A kºt®len v®gigfut· zavar a kºt®l v®g®n visszaverŖdik 

Figyeltess¿k meg a di§kokkal, hogy a gumikºt®len halad· deform§ci· a v®gpontt·l 

visszaverŖdik. Rºgz²tett v®gpont eset®n a visszaverŖdŖ zavar az eredetivel ellent®tes f§zis¼ 

(felfel® p¼posod·).) Ha a gumikºt®l v®g®t v®kony zsineg kºzbeiktat§s§val kºtj¿k ki, ami a 

sz§lat fesz²tve tartja, de gumikºt®l v®gpontj§nak f¿ggŖleges mozg§s§t nem akad§lyozza, a 

visszaverŖd®skor nem l®p fel f§zisugr§s.  

Longitudin§lis deform§ci· (hull§m) terjed®si sebess®ge rugalmas 

r¼dban (Fakultat²v kieg®sz²tŖ sz§m²t§s) (MH2.) 

R®szletek >>> 
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Ism®telj¿k meg a k²s®rleteket laz§bb ®s erŖsebben kifesz²tett gumikºt®len! A deform§ci· 

terjed®si sebess®ge f¿gg a kºt®l fesz¿l®s®tŖl, laza kºt®l eset®n a sebess®g kisebb, a jobban 

megfesz²tett kºt®l eset®n nagyobb. (A terjed®si sebess®g a gumikºt®l hossz§nak ®s a deform§ci· 

stopperrel m®rt fut§s-idej®nek lem®r®s®vel, a k®t mennyis®g h§nyadosak®nt hat§rozhat· meg.  

Megjegyz®s: 

- A hull§mok bevezet®sekor a csatolt pontrendszeren tovaterjedŖ zavar bemutat§sa felŖl 

kºzeled¿nk a kontinuumban terjedŖ fel®. Đgy gondoljuk, hogy a Newtoni 

mechanik§ban megszokott pontszerŤ (esetleg kiterjedt) testekbŖl §ll· rendszerben 

egyszerŤbb a hull§mmozg§s meg®rt®se, mint a kontinuumban. Term®szetesen c®lunk a 

folytonos kºzegben kialakul· jelens®g le²r§sa. A hull§mtani magyar§zatok sor§n 

azonban gyakran visszat®r¿nk a hull§mz· anyag gondolatban tºrt®nŖ r®szekre 

bont§s§hoz. G§zok eset®n tov§bbi probl®m§t okoz, hogy a g§zr®szecsk®k term®szetes 

m·don adj§k a kontinuum r®szekre bont§s§nak lehetŖs®g®t, ²gy gyakran ®ppen a g§z 

kontinuumk®nt tºrt®nŖ elk®pzel®se okoz probl®m§t a di§kok sz§m§ra. A tºbbf®le 

anyagszerkezeti k®p haszn§lat§t n®ha nem kºnnyŤ ºsszeegyeztetni, c®lszerŤ mindig a 

t§rgyalt jelens®ghez legjobban illeszkedŖ gondolatmenetet haszn§lni. AlapvetŖen 

azonban a hull§mok le²r§sa sor§n a hull§mot hordoz· kºzeget kontinuumk®nt kezelj¿k. 

 

 

A transzverz§lis (deform§ci·) hull§m terjed®si sebess®g®nek 

sz§m²t§sa rugalmas kºt®len (Fakultat²v kieg®sz²tŖ sz§m²t§s) (MH3.) 

R®szletek >>> 

 

2.1.4. Transzverz§lis halad· hull§m rugalmas kºt®len 

A kis s¼rl·d§s¼ kŖpadl·n v®gig fektetett kºt®l egyik v®ge a padl·n szabadon fekszik, m§sik 

v®g®t n®h§ny cm magasan a tartva a padl· fºlºtt v²zszintesen rezgetj¿k. A periodikus 

zavarkelt®s folyamatos terjed®se a kºt®l jellegzetes hull§mmozg§s§t eredm®nyezi. Az egym§st 

kºvetŖ hull§mhegyek ®s vºlgyek egyre csºkkenŖ kit®r®ssel (a padl· s¼rl·d§s§t·l csillapodva) 

a kºt®l szabad v®ge fel® mozognak. A hull§mz· kºt®l az intenz²v halad· mozg§s ®rzet®t kelti a 

kºt®l ment®n, a gumikºt®l azonban maga semmit nem mozdul elŖre. (A kor§bbi fizikai 

tanulm§nyok sor§n csak olyan mozg§sokkal foglalkoztunk, ahol a mozg§s sor§n anyagi test 

2.3. §bra: VisszaverŖd®s rºgz²tett v®grŖl, illetve Ăszabadò v®grŖl 
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(tºmeg) mozgott. A hull§mmozg§s eset®n a mozg§snak ¼j form§j§val tal§lkozunk, a kºzegben 

tovaterjedŖ rezg®s§llapottal.)  

Jelºlj¿k meg sz²nes szigetelŖszalaggal a kºt®l egy-k®t kiv§lasztott pontj§t ®s figyeltess¿k meg 

a di§kokkal a kiv§lasztott pont periodikus ide-oda mozg§s§t, hat§rozzuk meg m®r®ssel a pontok 

rezg®sidej®t! Figyelj¿k meg a kºt®l hull§malakj§t! K®sz²ts¿nk mobiltelefonos f®nyk®pet a 

hull§mz· kºt®lrŖl ®s a fot· alapj§n hat§rozzuk meg a kit®r®s®rt®k®t a kºt®lhossz ment®n, 

valamint a mozg§st jellemzŖ hull§mhosszat (azaz egym§st kºvetŖ hull§mhegyek, illetve 

vºlgyek t§vols§g§t). (A m®r®s csak akkor v®gezhetŖ el a fot· alapj§n, ha a felv®tel idej®re a 

hull§mz· kºt®l mell® ismert m®retŤ t§rgyat (pl. vonalz·, f¿zet) is elhelyez¿nk, ami a fot·n is 

j·l l§tszik ®s felhaszn§lhat· a fot· hossz¼s§gm®rt®k®nek kalibr§l§s§ra.  

2.1.5. A hull§m jellemzŖ param®terei, a hull§mmozg§st le²r· f¿ggv®ny  

Az egyenes ment®n kialakul· halad· hull§mok l®trejºtt®t rug·kkal ºsszekapcsolt kiskocsik 

sor§val, csatolt r¼dingasorral, gumikºt®llel, rug·val k²s®rletezve, illetve sz§m²t·g®pes 

szimul§ci·s modellk²s®rletek alapj§n vizsg§ltuk. Meg§llap²thatjuk, hogy hull§mmozg§s jºn 

l®tre, ha egy rugalmas kºzeg (rug·kkal ºsszekºtºtt tºmegpontok, rugalmas gumikºt®l stb.) egy 

pontj§ban folyamatosan rezg®st (tºbbnyire harmonikust) kelt¿nk. A hull§m ¼gy alakul ki, hogy 

a keltett rezg®s a kºzeg ment®n tov§bbhalad.  

Megjegyz®s: 

- A hull§m terminol·gi§t nem haszn§ljuk kºvetkezetesen, mert gyakran a kºzegen 

v®gigfut· egyetlen zavart is hull§mnak nevezz¿k. Tºbbnyire azonban hull§mon a 

folyamatosan keltett zavart ®rtj¿k. Ezzel a pongyol§nak tŤnŖ sz·haszn§lattal nem 

kºvet¿nk el hib§t. Amikor egyetlen zavarral ®s folyamatos rezg®ssel keltett jelens®grŖl 

is sz· esik, akkor ®rdemes megk¿lºnbºztetŖ jelzŖk®nt a folyamatosan keltett hull§m 

kifejez®st haszn§lni. K®sŖbb, amikor m§r mag§t·l ®rtetŖdŖ, hogy csak folyamatosan 

keltett hull§mr·l besz®l¿nk, akkor a jelzŖt elhagyhatjuk. A hull§mmal kapcsolatos 

sz·haszn§latnak ez a kettŖss®ge minden bizonnyal a hull§mok h®tkºznapi szinten is 

tapasztalhat· diszperzi·j§b·l ered. A kºt®l meg¿t®s®vel keltett egyetlen zavart nem 

sz²vesen nevezz¿k hull§mnak, hiszen alakj§t tartva egyetlen deform§ci· fut v®gig a 

kºt®len. Amikor kºvet dobunk a t·ba, akkor is egyetlen zavart kelt¿nk, a felsz²nen 

azonban m§r j·l l§that·an tºbb hull§mhegy ®s hull§mvºlgy fut v®gig. Az egyetlen zavar 

sz®tfoly· hull§mokat kelt.  

- Az iskolai k²s®rletekben a folyamatos hull§mokat mindig harmonikus rezg®sekkel 

keltj¿k, ²gy harmonikus hull§m keletkezik. Ezeknek a hull§moknak matematikai le²r§sa 

is viszonylag egyszerŤ. Emelt szintŤ fizik§t tanul· oszt§lyokban term®szetesen 

megeml²thetj¿k, hogy nemcsak harmonikus f¿ggv®nnyel le²rhat· hull§mok l®teznek (pl. 

a tengereken v®gigfut· cunamik sem harmonikus hull§mok.). A Fourier-t®tel azonban 

kimondja, hogy tetszŖleges hull§malak ºsszerakhat· harmonikus hull§mok 

szuperpoz²ci·j§b·l. 
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Egydimenzi·s transzverz§lis hull§m matematikai le²r§sa 

Tekints¿k az x-y koordin§tarendszerben az x-tengely ment®n kifesz²tett rugalmas kºt®len 

kialakult transzverz§lis hull§mot! A rezg®skelt®s helye legyen a koordin§tarendszer orig·ja  

(x = y = 0) A kºt®l kezdŖpontja harmonikus rezgŖmozg§st v®gez y ir§ny¼ kit®r®ssel. A 

kezdŖpont rezg®s®t le²r· f¿ggv®ny  

ώὸ ὃίὭὲ‫ὸ 

Hull§m az§ltal alakul ki, hogy a kezdŖpont rezg®se fokozatosan tov§bbterjed x-tengely ment®n, 

a kºzeg minden pontja, idŖbeli eltol·d§ssal kºveti a kezdŖpont harmonikus rezgŖmozg§s§t. Az 

idŖbeli eltol·d§s att·l f¿gg, mennyi idŖ alatt eljut a rezg®st keltŖ deform§ci· a forr§st·l a kºt®l 

adott pontj§hoz. Ćltal§nos esetk®nt tekints¿k az orig·t·l x t§vols§gban l®vŖ pontot! Ennek 

rezg®se † idŖtartammal k®sve kºvetik a forr§s rezg®s®t, azaz az orig·t·l x t§vols§gra l®vŖ pont 

pillanatnyi kit®r®s®t le²r· f¿ggv®ny  

ώὼȟὸ ώπȟὸ † 

ώὸ ὃÓÉÎ‫ὸ †  

A x helyzetŤ pont † k®s®si idej®t a forr§st·l m®rt t§vols§g (x) ®s a deform§ci· terjed®si 

sebess®g®nek (v) h§nyadosa adja meg, azaz 

ώὼȟὸ ὃ ίὭὲ‫ ὸ
ὼ

ὺ
 

Az ²gy kapott f¿ggv®ny az egydimenzi·s harmonikus hull§mok matematikai le²r§sa, a 

hull§mf¿ggv®ny. (Ez szeml®letesen azt jelenti, hogy a kºzeg a hull§mkelt®s hely®tŖl m®rve x 

t§vols§gra l®vŖ pontj§nak a kit®r®se t pillanatban akkora, mint amekkora volt a kit®r®s a kelt®s 

hely®n ὸ  idŖpontban.) 

A v terjed®si sebess®g szeml®letes ®rtelmez®s®hez t®rj¿nk vissza a hull§m kialakul§s§t rugalmas 

pontsoron bemutat· k²s®rlethez, illetve lass²tott anim§ci·hoz! A kezdŖpont egy teljes 

rezg®s®nek T ideje alatt a hull§m ®ppen ʎ hull§mhossznyi t§vols§got halad elŖre. EbbŖl 

ad·d·an a hull§m terjed®si sebess®ge (¼n. f§zissebess®g) a hull§mhossz ®s a rezg®sidŖ 

h§nyadosak®nt hat§rozhat· meg ὺ .  

A hull§mf¿ggv®ny k¿lºnbºzŖ alakjaihoz jutunk, ha behelyettes²tj¿k terjed®si sebess®get a 

hull§mhosszal ®s rezg®sidŖvel, tov§bb§ a kºrfrekvenci§t a rezg®sidŖvel kifejezve 

ώὼȟὸ ὃÓÉÎ‫ ὸ
ὼ

ὺ
 ὃ ÓÉÎ

ς“

Ὕ
ὸ
ὼὝ

‗
 ὃ ÓÉÎς“

ὸ

Ὕ

ὼ

‗
 

A hull§mf¿ggv®ny §talak²t§sa sor§n a szinusz f¿ggv®ny argumentum§ban a rezg®s 

peri·dusideje (T) mellett megjelenik a hull§m m§sik jellemzŖje a t®rbeli ism®tlŖd®si t§vols§ga 

ʎ. A hull§mf¿ggv®nynek ez az alakja r§mutat arra, hogy a hull§m t®rben ®s idŖben is periodikus 

mozg§s. 
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Egyenes ment®n terjedŖ longitudin§lis hull§m matematikai le²r§sa  

A longitudin§lis hull§m kelt®se hasonl· a transzverz§lis hull§m®hoz, a k¿lºnbs®g az, hogy a 

longitudin§lis esetben a hull§mkeltŖ rezg®s kit®r®se a hull§mterjed®s ir§ny§ba esik. Mivel a 

deform§ci· terjed®s®hez idŖ sz¿ks®ges, a rezg®sforr§st·l t§volabbi pontok a t§vols§gukt·l 

f¿ggŖen tºbb-kevesebb k®s®ssel rezegnek a forr§srezg®s pillanatnyi f§zis§hoz k®pest. A 

hull§mot le²r· f¿ggv®ny levezet®s®nek l®p®sei mindenben megegyeznek a transzverz§lis 

hull§mn§l alkalmazottakkal. A levezet®s eredm®nye is hasonl· alak¼, azaz a forr§st·l x 

t§vols§gban l®vŖ pont rezg®s®nek ‏ kit®r®se a t idŖpillanatban  

ὼȟὸ‏ ὃÓÉÎ‫ ὸ
ὼ

ὺ
 

ahol A a rezg®s amplit¼d·ja, a rezg®s kºrfrekvenci§ja ‫ ‫ , ὺ a hull§m terjed®si 

sebess®ge ὺ , ‗ a hull§mhossz. 

A hull§mok terjed®sekor a kºzeg r®szecsk®inek elmozdul§sa miatt lok§lis deform§ci· 

keletkezik. A deform§ci· kºvetkezt®ben, pedig lok§lis fesz¿lts®g jºn l®tre. A hull§mszerŤen 

terjedŖ kit®r®s, illetve deform§ci· mellett teh§t a kºzegen fesz¿lts®ghull§m is v®gigfut. A 

transzverz§lis hull§mok eset®n a fesz¿lts®g§llapot bonyolult, a longitudin§lis hull§mmal j§r· 

fesz¿lts®ghull§m azonban viszonylag egyszerŤen le²rhat·. Meg®rt®s®hez hasznos seg²ts®g, ha 

a longitudin§lis hull§mot a bevezetŖ k²s®rletben t§rgyalt rug·kkal ºsszekapcsolt kiskocsik 

sor§n ®rtelmezz¿k. A kocsikat ºsszekºtŖ rug·k egyfajta rug·s erŖm®rŖk®nt is felfoghat·k. A 

longitudin§lis hull§m terjed®sekor a rug·k periodikusan ºsszenyom·dnak, illetve kiny¼lnak 

egyens¼lyi hosszukhoz k®pest. A rug·k alakv§ltoz§sa erŖt, a rugalmas pontsor ment®n 

periodikusan v§ltakoz· lok§lisa rugalmas fesz¿lts®get jelez. A pontsor adott hely®n a rugalmas 

fesz¿lts®g (a rezgŖ rug· hosszv§ltoz§sa miatt idŖben periodikusan ingadozik. Egy kiv§lasztott 

pillanatban vizsg§lva a rug·k megny¼l§s§t a teljes vonal ment®n, a rug·k megny¼l§sa, azaz a 

lok§lis fesz¿lts®g§llapot a hull§mban a hely szerint periodikusan ism®tlŖdik. A longitudin§lis 

rezg®st k²s®rŖ fesz¿lts®g teh§t hely ®s idŖ szerint periodikus.  

Megjegyz®s: 

- A levegŖben terjedŖ hang longitudin§lis hull§m, ami a molekul§risan rendezetlen¿l 

mozg· g§zmolekul§k eset®n a r®szecsk®k kit®r®sf¿ggv®ny®vel nehezen ®rtelmezhetŖ, 

helyette ink§bb a sŤrŤs®gingadoz§st szoktuk haszn§lni. (Kºnnyebben ®rthetŖ, hogy a 

g§zokban a r®szecsk®k ºsszetorl·d§sa ®s megritkul§sa v§ltakozik idŖben ®s t®rben 

periodikusan.) A sŤrŤs®ghull§mot a g§zokban nyom§shull§m k²s®ri. A hang kiad§sakor 

a hangszerek, illetve az emberi hangszalagok periodikus sŤrŤs®g-, illetve 

nyom§sv§ltoz§ssal j§r· longitudin§lis hanghull§mokat keltenek a levegŖben. A hangok 

®szlel®sekor a levegŖ nyom§shull§ma rezgeti meg dobh§rty§nkat ®s kelti 

idegrendszer¿nkben a hang ®rzet®t. 

- A sŤrŤs®g, nyom§s ®s fesz¿lts®ghull§m felismer®se fontos fogalmi tov§bbl®p®st jelent 

a hull§mok mechanikai mozg§shoz kºtºtt le²r§s§hoz k®pest, mert itt m§r fizikai 

mennyis®gek hull§mszerŤ v§ltoz§s§r·l van sz·. Ennek megt§rgyal§sa j· elŖk®sz²t®st 

jelenthet az elektrom§gneses ®s az anyaghull§mok absztrakt fogalma fel®. 
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2.1.6. Hull§mok tal§lkoz§sa ï interferencia 

A kifesz²tett gumikºt®l k®t v®g®n egyszerre keltett lok§lis deform§ci· (pl. hull§mhegy) 

egym§ssal szemben terjed a kºt®len. A k®t hull§mvºlgy a tal§lkoz§sakor egy pillanatra 

megv§ltozik a szokott k®p, a k®t hull§mvºlgy megk¿lºnbºztethetetlenn® v§lik ®s a vºlgy 

m®lyebb lesz, majd ism®t megjelenik ®s folytatja ¼tj§t az eredeti ir§nyban.  

A gyorsan lezajl· tal§lkoz§st ®rdemes sz§m²t·g®pes szimul§ci·val szeml®ltetni, amelyen az 

jobban tanulm§nyozhat·, a k®t zavar akad§lytalan §thalad§sa egym§son A h§rom pillanatk®p 

az egym§s fel® kºzel²tŖ, majd egym§son §thalad· hull§mhegyeket mutat. A tal§lkoz§s 

pillanat§ban a k®t hull§m megk¿lºnbºztethetetlen, kºzºs magass§guk meghaladja mindkettŖ 

saj§t magass§g§t. Egym§son §thaladva ism®t elk¿lºn¿lve folytatj§k ¼tjukat az eredeti ir§nyban. 

A hull§mok sz§moz§s§t ®s a mozg§sok ir§ny§t mutat· nyilakat ut·lag rajzoltuk a k®pekre. 

 

Megjegyz®s: 

- A sz§m²t·g®pes szimul§ci·kkal kapcsolatban mindig hangs¼lyozni kell, hogy semmit 

sem bizony²tanak, hiszen a k®pernyŖn l§tottakat nem term®szeti tºrv®nyek, hanem a 

program szab§lyozza. Hasznoss§guk, azonban nem k®rdŖjelezhetŖ meg, mert 

vizualit§sukn§l fogva seg²tik a jelens®gek meg®rt®s®t ®s elk®pzel®s®t. 

- A tanteremben Ă®lŖbenò bemutatott k²s®rletek kieg®sz²t®sek®nt aj§nlott, hogy a di§kok 

a jelens®geket sz§m²t·g®pes interakt²v anim§ci·k seg²ts®g®vel maguk is 

tanulm§nyozz§k. A sz§m²t·g®pes anim§ci·k sor§n a lass²t§s, ®s a tetsz®s szerinti 

megism®tl®s lehetŖs®ge seg²ti a folyamatok meg®rt®s®t. Az interakt²v programokkal 

v®gzett egy®ni munka sor§n v§lhat igaz§n vil§goss§ a jelens®geket meghat§roz·, (a 

https://phet.colorado.edu/sims/html/wave-on-a-string/latest/wave-on-a-

string_hu.html 
























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































