Centralis erotérbeli mozgasok tanulmanyozasa Dynamics Solver
programmal — szamitogépes Kisérleti fizika

1. Bevezetés

Altalanos tapasztalat, hogy a didkok természettudomanyos tudasszintje, képességei és motivéltsaga is
erbteljesen csokkent az utdbbi években. Ennek oka sokrétii: egyfeldl a demografiai csokkenésbol
eredden kevesebb a fiatal; masrészt a kozépiskolai oktatas szinvonala kitapinthatoan visszaesett; végiil
nem elhanyagolhato a természettudomanyoktol valo elfordulés tarsadalmi szintli hatasa sem.
Vilagossa valt, hogy a természettudomanyok oktatasaban egyfajta paradigmavaltasra van sziikség, a
leir6-magyaraz6 modszerek helyett szemléltetés-orientalt targyalasmodot kell alkalmazni, amely
¢élvezetesebbé €s sikeresebbé teheti a fizikaoktatast. A tananyagkészités soran a pontos, szakteriileti
részeredményeket olyan modon kell leegyszeriisiteni, hogy a 1ényeg megmaradjon, ugyanakkor a
részleteket egységes szemléletli, érdeklddést felkeltd egészbe kell onteni. Lényeges momentum az 1j,
lehetdleg gyakorlatorientalt témak beemelése az oktatasba, mivel ezek fokozhatjak a tanuldk
érdeklddését és érzékeltethetik, hogy a fizika milyen mértékben tolt be meghatarozo szerepet a
mindennapi életben.

A szadmitdgépek a fizika szamadra is ) dimenziot nyitottak, [étrejott a szamitogépes kisérleti fizika,
mint teljesen Gjszerti vizsgalati modszer. A szamitogépes szimulaciok segitségével olyan modellekrél
tudunk relevans kvantitativ informaciét nyerni, amelyek korabban egyaltalan nem, vagy csak
kvalitativ modon voltak targyalhatok. A Dynamics Solver (tovabbiakban DS) ingyenesen letdlthetd
tanulmany szerz6i szamara mind az oktatdsban, mind a kutatasban valosagos attorést hozott a
hasznélata.

A Dynamics Solver 1ényegi tulajdonsagai:

e ingyenesen letoltheto,

e minimalis programozasi eldismeret sziikséges a hasznalatahoz,

e magas szint{i validitas, er6s megbizhatosag jellemzi,

e kimagasldéan gyors,

o clképesztben flexibilis, azaz szinte minden dinamikai rendszer modellje specifikalhato benne.

A DS hasznalata nem feltételez programozasi eléképzettséget: a szimulaciohoz sziikséges minden
informaci6 bevitele felhasznalobarat parbeszéd-ablakokban torténik és a sokrétii grafikus és numerikus
eredmények megjelenitése és kinyerése nagyon egyszerii. A program hatékony beépitett forditoja a
standard alak(l matematikai kifejezések széles osztalyat kiemelkedden gyors futasu belsé kodda
alakitja. A fentiek miatt a DS kiemelked6en hatékony eszkdz dinamikai rendszerek tanulmanyozésara.

A Dynamics Solverben elkészitett modelleket a program *.ds kiterjesztésit ASCII formatumu szoveges
probléma-fajlokban menti el, igy valojaban egyszerii szovegszerkesztovel is megirhatnank 6ket, de
természetesen sokkal kézenfekvobb és attekinthetobb a modellkészités a program igen baratsagos
felhasznaloi feliiletén. A program hasznalatdhoz készitettiink magyar [2] és angol [3] nyelvii tomor
attekint6 segédletet, de a jelen tanulmanyhoz kapcsolodd *.ds probléma-fajlok futtatasahoz sziikséges

legalapvetdbb funkciokat roviden itt is megadjuk: a futtatas a & ikonnal, leallitasa (felfuggesztése) a

o2 ikonnal, folytatasa a + ikonnal, a grafikus ablakok torlése a E ikonnal, a paraméter-tabla

megjelenitése a ikonnal, a kezdetifeltétel-tabla megjelenitése pedig a ikonnal torténik.

A DS segitségével a didkok szinte jatszva érthetik meg a dinamika alapvetd fogalmait €s modszereit, a
szimulaciok hasznalataval a kutatas és felfedezés élményét élhetik meg.



2. A centralis erdtér és kialakulé mozgasformak

Az Un. centralis erétér esetén tetszéleges tomegpont mozgasat meghatarozo potencialis (helyzeti)
energia csak az adott ponttdl (centrumtol) mért r tavolsagtol fiigg, tehat:

V(r). (2.1.9)
Ekkor a tdmegpontra hato erd:
— advr
F=——7-, (2.1.b)
dr r

amelynek hatasvonala mindig a vonatkoztatasi rendszer egy meghatarozott pontjan, a centrumon
(tobbnyire ide valasztjuk a koordinata-rendszer O origdjat) halad Keresztiil (lasd 1. abra).

a. b.

1. abra: centralis er6tér szemléltetése (a.: taszitd, b.: vonzo erdtér)

A legfontosabb — és a természetben legaltalanosabban megjelené — centralis er6terek azok,
amelyekben a potencialis energia az r tavolsaggal forditottan aranyos:

V(r):—%, (2.2.3)

ahol &> 0 vonzd, a < 0 taszit6 jellegli er6tér esetén. (2.1.b)-b8l kdvetkezéen az eré —- szerint fligg a
r

tavolsagtol:

F(r)=%. (2.2.b)

A két legfontosabb, legismertebb 1/r jellegi centralis er6hatas:

e agravitacios erd (M tomegli test erbtere, M >> m feltétel mellett): a =G-M -m
—Q-q

4-7r-5,-6,

e aCoulomb-er6 (M tomegi, Q toltésh test ertere, M >> m feltétel mellett): o =

A (2.2) képletekkel adott centralis erdterekben kialakulé mozgasok tomor elméleti targyalasat a
Fiiggelékben adjuk meg. Jelen szakaszban csak kiemeljiik a mozgasformakra levezetett legfontosabb
eredményeket. Lényegi megallapitas, hogy a 1étrejovo mozgas palyaja az:

P
= 2.3.
r(w) 1+e-cose (2.32)



egyenletii kiipszelet lesz (polar koordinatarendszerben), amelynek paraméterei:

JZ 2
p=— ése=,/1+
Mo

(2.3.0)

2 7’
(04

ahol E a test teljes mechanikai energiaja, J pediga J =m-F xV képlettel definialt perdiilet
(impulzusmomentum) nagysaga.

cre g

zart (véges), vagy nyitott (végtelen) lesz.

2.1. Zart palydk

E <O esetén az m tomegli test p paraméteri, e excentricitasu ellipszis palyan mozog, amelyre:

o azellipszis nagy-, illetve kistengelye: a= P 5 -2 Jb=a-J1-¢%, (2.4.9)
1-e*  2|E|

m
e akeringés periddusideje pedig: T = 7o /2|E|3 ) (2.4.b)

(a) Gravitacios tér (bolygomozgas, Kepler-torvények)

Az M tomegli test gravitacios (¢ =G-M -m ) erétérében (2.4) képleteket felhasznalva:

3
3 2|1E .
a_Z: E| - = G M2 =4llandé, (2.5)
T m (27[)
V104 3
2|E|

ami nem mas, mint Kepler I1IL. torvénye, maga az ellipszis palya megjelenése pedig tulajdonképpen
Kepler L. torvénye.

A F.1. fiiggelékben megmutatjuk, hogy centralis er6térben a perdiilet (impulzusmomentum) allando,
igy a centrdlis erdtérben mozgo tomegpont altal idoegységenként surolt teriilet

.1
Tzivx-y—vy-x (2.6)

dllando értékii (ha a mozgas az x-y sikban torténik). Ez pedig nem mas, mint Kepler II. térvénye: a
bolygok vezérsugara — a bolygot a Nappal 6sszek6té szakasz — azonos id6 alatt azonos teriiletet strol.

ma?

(Megjegyzés: €=0,azaz E=E,, = 537 energiaérték esetén a =0 = p, tehat korpalya lesz.)

(b) Elektrosztatikus tér (elektronpalyak, Bohr-Sommerfeld modell)

A kvazi-klasszikus kvantumelméletben az atomok szerkezetét leird Bohr-Sommerfeld modellje szerint
a negativ toltésii elektronok a pozitiv toltésli atommag koriili ellipszis palyakon helyezkednek el, tehat



Iényegében paranyi naprendszert alkotnak. Ez esetben nyilvan a gravitacios erd helyett az (ellentétes
_Q -q

t6ltések esetén szintén vonzo) elektrosztatikus Coulomb-er6 hat és a = 2
T EyE

r
Egy atomban levo 0sszes elektron teljes fizikai allapota négy kvantumszammal adhat6 meg.

Azn(n=1,2,3,...) f6kvantumszdm a palya nagysagat (az elektronnak az atommagtol mért atlagos
tavolsagat) és energijat, migaz | (1 =0, 2, 3, ..., n-1) mellékkvantumszam a palya alakjat és perdiiletét
jellemzi (1asd a 2. abran). Ma mar tudjuk, hogy ez a kép nem realisztikus, de adott keretek kozott igen
sikeres (pl. a kémiai tulajdonsagok leirasaban) és foként nagyon szemléletes.

=3 =4 (Sg)

230
“65-\ 3

= ah =2 (5(“
n=5,1=1 (5p)

n=5, I=0 (5s)

2. abra: a Bohr-Sommerfeld atommodell elektronpalyai

2.2. Nyitott palyak

E > Oesetén nyitott (végtelen) hiperbola palydn mozog a test (E = 0 specialis esetben parabola).

Részletesebb targyalas az F.2. fiiggelékben talalhato, itt csak 6sszefoglaljuk a legfontosabb gyakorlati
példakat.

2.2.a. Eltériilés centralis gravitacios erdtérben

A 3. abran a vonzo6 centralis er6térben mozgo test hiperbola palyajat latjuk, a vonzocentrumtol nagy
tavolsagra Vo sebességgel induldo m tomeg test az M tomegili (M >> m) objektumtol D tavolsagra
haladna el, ha a vonzdcentrum gravitacios tere el nem téritené.

3. abra: palya eltériilés centralis gravitacios erétérben



Az M témeg gravitacids eréterében tehat hiperbola palyan mozogva ¢ szogil iranyvaltozassal tériil el.
A hiperbolanak két, egymast nem metszd és nem érinté aga van, a test palydja a vonzdcentrumhoz
kozelebbi hiperbolaag. A szimmetriatengelytdl minden hataron tal novekvé tavolsagra a hiperbolaag

két vége egy-egy egyeneshez tart, amelyeket aszimptotanak hivnak, a J iranyvaltozas a két aszimptota
altal bezart szog.

A tisztan klasszikus fizikai levezetéssel kapott (F.2.8.) képlet szerint:
G-M

0=2 5
D-v;

@.7)

2.2.b. Részecske-szoras

Egy elektromosan toltott részecske szorodasa elektromagneses erdcentrumon vagy egy masik toltott
részecskén az in. Coulomb-szoras. Ezt kisérletileg Rutherford vizsgalta eldszor alfa-részecskéknek
arany-atommagokon val6 szorasaval, amit Rutherford-féle széraskisérletnek neveziink (4. abra).
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4. abra: Rutherford-féle szoras

2.2.c. Fényelhajlas

A modern fizika (a kvantumelmélet és a relativitaselmélet) szerint a fény is anyagi objektumnak
tekintendd, igy megfontolasaink talan legfontosabb — tudomanytorténetileg is kiemelkedo jelentéségii
— alkalmazésa a fény nagy tomeg test (pl. a Nap) kozelében valo elhaladasa sordn torténd elhajlasa.
Sajnos viszont a klasszikus fizika pontatlanna valik nagy sebességek esetén, tehat ez esetben a
relativitaselméletre kell tdmaszkodni, amely megfontolas eredménye szerint a relativisztikus
szogeltérés pont kétszerese a klasszikus képletének (lasd F.2. fiiggelékben):

G-M

o=4 >
D-v;

(2.8)

A Nap kozelében torténd fényelhajléas az elso kisérleti bizonyitékot szolgaltatta az altalanos relativitas
igazolasara. 1919-ben — egy Napfogyatkozast kihasznalva — A. Eddington angol csillagasz megmérte a
Nap kozelében levo csillagok fényének elhajlasat (mikdzben a Fold felé tartva fényiik elhalad a Nap
kdzelében) és a mérés eredménye egyértelmiien a relativisztikus képlettel egyezett (lasd az 1.
tablazatban).



fény elhajlasa a Nap kozelében

(szogmasodperc)
klas.s’2|kus,f|z’| ka 0,87
alapjan szamitott
relatl.\fltase’lmelet 175
szerint szamolt
mért (Eddington) 1,74+0,03

1. tablazat: fény szdgelhajlasa a Nap kozelében

3. Szimulaciok — szamitogépes kisérleti fizika

A jelen fejezetben targyalt feladatok az igazi szamitogépes kisérleti fizika élményét, a sajat
felfedezés” oromét kindljak, ezért érdemes sajat probalkozasokkal kisérletezni, megéri a raszant idot.
Ezért javasoljuk, hogy probalkozzanak sajat megoldasokat keresni az alabbi feladatokra, de az F.3.
fiiggelékben adunk némi segitséget.

A kovetkez6 feladatokban tanulméanyozza az ¢ =G-M -m  gravitacids erétérben 1étrejovo

s

Megjegyzés: a centralis erdtér probléma szimulalhato Excel alapt numerikus differencialegyenlet
megoldassal is, ahogy a http://theorphys.elte.hu/fiztan/num/ oldal (kdzéppontos Euler modszerrel) is
demonstralja.

Ha részleteiben meg szeretné érteni a szimulacido miikodését, akkor nézze at a probléma-fajl felépitését
(a Bevezetésben emlitett segédlet alapjan taz Edit meniiben levd Type..., Variables..., Parameters...,
Equations..., Initial conditions...és Range... almenii pontokon végig haladva). Ez nem feltétlentil
sziikséges, a szimulacios programmal kisérletezhet a Bevezetés végén ismertetett legalapvetobb
funkciok hasznalataval.

y!

kezddéhely
w_ini  e—r—

\
x_ini
- - %

o, o4
erétér centrum

A/

5. abra: a szimulacidban hasznalt koordinata-rendszer és paraméterek


http://theorphys.elte.hu/fiztan/num/

A (Descartes-féle) koordinata-rendszer origojat az er6tér centrumba helyezve négy paraméter
hatdrozza meg a mozgast:

e az erdtér er6sségét megadé GM paraméter (amely gravitacios erdtér esetén: GM =G-M ),
e valamint a kezd6feltételek, tehat az (XO =x_ini;y, = D) kezddShely az x_ini és D

paraméterekkel, valamint az (on =U, =U_ini ; v, =V, = 0) — tehat x-tengellyel

parhuzamos iranyu — kezddsebesség-vektor az u_ini paraméterrel (a mozgas altalanos jellegét
nem korlatozzuk azzal, hogy a kezdésebességet az x-tengellyel parhuzamosnak vessziik).

Outputként egy grafikus ablakot és egy szoveges adatkiird ablakot definialtunk. A grafikus ablakban a
mozgasgorbét rajzoljuk ki az xy-sikban. A szoveges ablakban a pillanatnyi sebesség iranyszogét (a
sebességvektor x-tengellyel bezart szogét), valamint az origdobol a mindenkori tartdzkodasi pontba
mutatd helyvektor altal idéegységenként surolt teriilet nagysagat (lasd F.1. fiiggelékben) iratjuk ki.

1. feladat

Végezzen szamitogépes kisérleti fizikat. a fenti négy paraméter értékének valtoztatasaval: probaljon
talalni hiperbola palyat (,,listokos™) €s ellipszis palyat (,,bolygd”). (Amennyiben sziikséges valtoztassa
a grafikus megjelenit6ablak beallitasait az Output menii Graphics format... almeniipontjdhoz tartozé
parbeszédablakban a segédletekben leirtak alapjan.)

Mit tapasztalunk, ha GM paraméternek negativ értéket valasztunk, tehat ,.taszité” centralis eréteriink
van?

2. feladat

Ha sikeriilt hiperbola palyat talalnia, akkor szoveges ablakban jol lathatja, hogy az iranyszog értéke
inditasként 0 radian, ami megfelel az altalunk valasztott X irany(1 kezdGsebességnek (ez
tulajdonképpen a hiperbola palya kezd6 aszimptota-egyenese), majd kelléen hossza idé mulva az
iranyszog értéke nullatol kiillonboz6 értékben stabilizalodik (ez a hiperbola palya masik aszimptota-
egyenesének iranya). fgy tehat ez az iranyszog megegyezik az elméleti leirasban definialt eltériilés o
szogével.

A szimulacioval kisérletezve allapitsa meg, hogy miként fligg a o eltériilési szog a paraméterekt6l! A
GM, D és u_ini paraméterek koziil mindig csak egyet szisztematikusan valtoztatva mutassa meg (az
X_ini paraméter nem relevans, csak annyiban, hogy elég nagynak kell valasztani, hogy a bemeneti
aszimptotan legyen a kezd6éhely), hogy a ¢ eltériilési szog egyenesen aranyos GM-mel, forditottan
aranyos D-vel, illetve u_ini négyzetével, tehat kisérletileg igazolja a (2.7) képletet. (Természetesen a
klasszikus fizikai megkozelités érvényes, hiszen a szimulacioban a Newton II. axidmaja szerinti
(F.2.3) mozgasegyenleteket hasznaljuk.)

3. feladat

Az 1. feladatban tapasztaltuk, hogy a (vonzo) centralis er6tér esetén megfeleld paraméterértékek
esetén ellipszis palyaji mozgas jelenhet meg. Az er6tér centrumba a Napot helyezve 1ényegében tehat
a bolygok mozgasat szimulalhatjuk! 400 évvel ezel6tt Johannes Kepler egy fantasztikus 0j talalmany,
a taveso segitségével tanulmanyozta a Naprendszer bolygdinak mozgasat és hatalmas munkaval,
szisztematikus és pontos adatgytijtéssel harom csodalatos torvénybe sliritette megfigyeléseit:

I. A bolygdk palyaja ellipszis, és annak egyik gyujtopontjaban van a Nap.



I1. A bolygok vezérsugara (a bolygot a Nappal 6sszekoto
szakasz) azonos 1d6 alatt azonos teriiletet surol.

I11. A bolygok keringési id6inek (T) négyzetei tgy
aranylanak egymashoz, mint az ellipszispalyak fél
nagytengelyeinek (a) kobei, azaz:

3 3
. . a G-M
> =allando. (Pontosabban: Tz —)

o]

—

(A paraméterek értelmezését a (2.4) képletek adjak.)

[ K

6. abra: a bolygébmozgas ellipszisének
Kepler torvényeit a 2. fejezetben, illetve a Fiiggelékben paraméterei

elméleti uton is targyaltuk, most tanulmanyozzuk a zart
palyakon kialakul6 mozgasokat szamitégépes szimulacidval, tehat , kisérletileg” igazolja a fenti
Kepler-torvényeket!

4. feladat
-Q-q

Ebben a feladatban tanulmanyozza az & = 4— Coulomb-féle elektrosztatikus er6térben
T E

crcr

r

fajl futtatasaval. A hasznalt koordinata-rendszer és a paraméterek azonosak a grav_sim.ds
szimuldcioban megismertekkel, annyi eltéréssel. hogy a centrum erdsségét ezittal GM helyett az a
paraméter adja meg, valamint, hogy nem egyetlen x_ini tavolsagu kezdépontbdl inditunk témegpontot,
hanem -D és +D ko6z6tti y-intervallumban egyenletesen 200 részecskébdl alld nyalabot a Rutherford-
féle szoraskisérletnek megfeleltetve.

Viltoztassa a paramétereket és figyelje a részecskék szorasanak jellegét!



Fiiggelék

F.1. Perdiilet (impulzusmomentum) centralis eréotérben

- > =

Harom dimenzidban a Descartes-féle (i s k) bazis (jobb-sodrast ortogonalis egység) vektorokkal

x1 Yy ¥z

megadott F(X,y,z) és V (v V.,V )vektorok vektoridlis szorzata definicio szerint:

-
=+

ik
rxV=lx y z|= ia(y-vZ -z -vy)+ i(z-ve—x-v, )+ IZ(x-vy - y-vx) (F.1.1)
V, v,V
A vektoridlis szorzat geometriai értelmezése: a két vektor altal meghatdrozott paralelogramma teriilete
egyenld a vektorialis szorzatuk nagysagaval (7. dbra), azaz T = |F x V| =|F|-|V|-sing. A definiciobol
kovetkezden, de ez utdbbi értelmezésbal jol lathatéan parhuzamos vektorok (sin Q= 0) vektorialis

szorzata nulla.

T=IF xvl

<t

[vIsing

F

7. abra: a vektorialis szorzat geometriai értelmezése

A vektorialis szorzatnak szamos fontos felhasznalasa van, alabbiakban egy fizikai alkalmazast
targyalunk. A perdiilet, mas néven impulzusmomentum a klasszikus fizikaban a test forgasi
mozgasallapotat jellemz6 vektormennyiség. Az m tomegfli, V pillanatnyi sebességli mozgo tomegpont
adott pontra vonatkoztatott perdiilete:

J=m-FxvV. (F.12)

Vizsgaljuk meg a perdiilet idobeli valtozasat, azaz id6 szerinti derivaltjat, amely a szorzatfliggvény
differencialasi szabalya szerint:

d - d . ar . . dv
—J=m-—(FxV)=m:| —xV+Fx— |,
dt dt dt dt
mivel definicid szerint d—r=\7, d—vzﬁ,igy:
dt dt
d - d
—J=m-—(FxV)=m-(VxV+rxa).

Mivel parhuzamos vektorok vektorialis szorzata nulla, igy a fenti zardjelben az els6 tag nulla, hiszen
V nyilvan parhuzamos 6nmagaval, és centralis er6térben az er parhuzamos az ' helyvektorral (lasd
(2.1.b)), igy az m todmegii test & pillanatnyi gyorsuldsa is parhuzamos az I helyvektorral, igy:

9 5_0 azz J=allands.
dt

Azt kaptuk tehat, hogy centralis erdtérben mozgo tomegpont perdiilete dllando!



Nézziik ezek utan a centralis er6térben mozgd tomegpont (pl. egy Nap koriil keringé bolygo) altal

idéegységenként strolt T teriiletet (lasd a 8. abran). Ha az egyik vektor — a perdiiletben a V sebesség
— egységnyi ido alatti elmozdulast jelent, akkor a ' xV vektorialis szorzat is az egységnyi id6re
vonatkoztatott teriiletet jelent, igy az I helyvektor 4ltal idéegységenként ,,strolt” teriilet nagysagat a
két vektor altal kijelolt haromszog teriilete adja (14sd az dbran), ami a két vektor altal meghatarozott

- 1. 2
paralelogramma teriiletének fele, tehat T = E FxV és mértékegysége M 4 .

<v

8. abra: centralis erdtérben mozgo6 tdmegpont helyvektora altal egységnyi id6 alatt stirolt teriilet
A fentebbi képletek szerint a strolt tertilet felirhat6 a perdiilettel:
=1
T==-rxv=—1J.
2

Mivel megmutattuk, hogy centralis er6térben a perdiilet allando, igy arra jutottunk, hogy a centrdlis

erdtérben mozgo tomegpont dltal egységnyi idd alatt surolt T teriilet dllandd értéki. (Ez pedig nem
mas, mint Kepler II. torvénye: a bolygok vezérsugara — a bolyg6t a Nappal 6sszekoté szakasz —
azonos id6 alatt azonos teriiletet surol.)

Ha a palya sikja a koordinata-rendszer x-y (z = 0) sikjaban van, akkor F(X, Y, O), illetve V(vx,vy,o),

igy a vektorialis szorzatuk:

ik

y 0 |=i(y-0-0-v,)+](0-v, = x-0)+Kk(x-v, —y-v, )=k (x-v, = y-v, ).
0

Tehat az egységnyi id0 alatt surolt teriilet nagysaga:

.1
T="pey-y, x|, (F23)

F.2. Tomegpont mozgasa 1/r potenciald centralis erétérben

Tekintsiik tehat a nagy M tomegi test
V(r)=—2 (F21)

(o> 0 vonzo, a < 0 taszitd jellegil) centralis eréterében mozgo kis m témegi testet (M >> m).



Ekkor az er6:

Foe—=—

= dvVr ar
dar r r’r

, (F.2.2.)

igy Newton II. axiomaja Szerint az m tomegii test mozgasegyenlete:

o

r.2

F=—=—-=m-a,

= | =1

amibdl a gyorsuldsvektor a palya x-y sikjaban:

R axX o
a(ax =-—3a, = ——{,j Jahol r=x*+y*  (F.23)

mr mr

A részletes targyalas megtalalhato pl. a [4] 14. § és 15. § szakaszaban, itt csak a 1ényegi mozzanatokat
tekintjiik at.

Hasznos bevezetni a:

a J?
Ver (r):_?+2mr2

(F.2.4.)

un. effektiv potencialt (1asd a 9. abran), ahol J az el6z6 szakaszban megismert perdiilet.

Vor 4
Ehipelhola -
Finin Tkor Tmax
T
Eellipszis _____ i~
[
Eki)’l _____ 7
s
rd
7J=0

9. abra: az effektiv potencial tavolsag-fiiggvénye

Az x-y Descartes-koordinata rendszerrdl attérve az r-¢ polarkoordinata-rendszerre és elvégezve a
mozgasegyenletben levo elemi integralt azt kapjuk, hogy:

P
=—— (F.25
r(¢) 1+e-cosg ( Y

ahol:

JZ 2
p=—m ése=,[1+
11177

(F.2.5.b)



Az (F.2.5.a) olyan kipszelet egyenlete, amelynek a fokusza az origbban van, p a palya paramétere, €
pedig az excentricitdsa.

srers

1
(véges), vagy nyitott (végtelen) lesz (14sd a fenti dbran). Mivel az — mv° mozgasi energia trividlisan
nemnegativ, igy csak olyan r tartomanyon torténhet mozgas, ahol E >V (I’) teljestil.

Tekintsiik el6szor az E < 0 esetet,
o ekkor véges (zart) ellipszis palyan mozog a test (Kepler 1. torvénye),

o azellipszis nagy-, illetve kistengelye: a= P . b=a-v1-¢?, (F.2.6.),

1-¢* 2|E|
. e m
e akeringés periddusideje: T = 7w 3 (F.2.6.b).
2[E|
a’ a
o (F.2.6.2) és (F.2.6.b) alapjan: — = ——— =allandd (Kepler IIL torvénye) (F.2.6.)
T (22)m

ma’

e (e=0,azaz E=E = 557 energiaérték esetén a = b = p, tehat korpalya lesz).

o (Emlékeztet6: Kepler II. torvényét az F.1. Fiiggelékben kaptuk meg!)

E > Q esetén végtelen (nyitott) hiperbola palydn mozog a test ( E = 0 esetén parabola).

Nézziik kicsit részletesebben azon E > 0 esetet, amikor egy Vo sebességli (ez az ,,eredeti” sebesség,
mikor még nagyon tavol van az erécentrumtol), m tomegi test, amely az M témegi (M >> m)
objektumtdl D tavolsagra elhaladd egyenesen mozogna (ha nem hatna gravitacio). Az M tomeg
gravitacios erdterében azonbam hiperbola palyan mozogva ¢ sz6gl iranyvaltozassal tériil el. A
hiperbolanak két, egymast nem metsz6 és nem érint6 aga van, a test palyaja a vonzocentrumhoz
kozelebbi hiperbolaag. A szimmetriatengelyt6l minden hataron tal névekvo tavolsagra a hiperbolaag
két vége egy-egy egyeneshez tart, amelyeket aszimptotanak hivnak, a J iranyvaltozas a két aszimptota
altal bezart sz6g. Probaljuk meghatarozni a ¢ szoget!

10. abra: 1/r jellegli vonzo centralis er6térben hiperbola palyan mozgo test eltériilése (elhajasa)



Tegylink meggondolasokat a szogeltériilés fiiggésére, el6szor egyszerlien csak a mértékegységek
alapjan (dimenzionalis megfontolasok), majd klasszikus fizikai leirasban, végiil a relativitaselmélet
szerint.

a. Dimenzionalis megfontolas:

Vegylik szamba, hogy milyen fizikai tényezok fiiggvénye lehet a d szogeltériilés:

* acentralis er6tér forrasaként az objektum M tomege (SI mértékegysége kg),

3
. m
* a G gravitacios (Cavendish-) allandé (ST mértékegysége kq <2 ),
g-s

m
* aVpsebesség (SI mértékegysége — ),
S

* aD tavolsag (SI mértékegysége m).
Keverjiik ki a fenti négy mennyiség mértékegységeibdl a dimenziodtlan (radian) o sikszog
mértékegységét, igen gyorsan arra jutunk, hogy:
G-M

O o .
D-v;

(F.2.7.)

Természetesen a fenti kifejezés reciproka is megfelelne dimenzionalisan, de ellentmondana alapvetd
fizikai elvarasoknak, pl. miszerint a centrum erdsségével (az M tomeg €s a G gravitacios allando
szorzataval) egyenes aranyos, a D tdvolsaggal €s a Vo sebességgel forditott aranyos szogeltériilés
fliggés felel meg fizikai képilinknek.

b. Klasszikus fizika:

A (2.2.a) potencialu centralis erétérben (a > 0 vonzo, o < 0 taszitd jelleg) egy m tomegi (a centrumtol
nagy tavolsagban) Vo sebességli tomegpont, amely mozgas-egyenesének a centrumtdl valo tavolsaga
D, 0 szogl iranyvaltozasara klasszikus fizikai szamitassal kapjuk, hogy (az itt nem részletezett
levezetést lasd pl. [4] 1. 14., 15., 18. és19. §, a (19,1) képlet szerint):

ctg =M o
2 (o
(4p)
A Kkotangens fiiggvény kozelité polinomja (Taylor-sora elsé rendig) ctg x = ——..., igy:
X
5 1 2 myv
Ctg E = g = g -
a

5 ( 4))

Rendezve ¢és felhaszndlva, hogy gravitacios potencialnal @ =G -m-M kapjuk, hogy:

G-M
DV

o0=2 (F.2.8)

Tehat a klasszikus (Newtoni) fizika szerint a szégeltérés valoban a dimenzioanalizissel kapott
kifejezéssel aranyos, pontosan annak kétszerese!



c. Relativitaselmélet:

A specialis relativitaselmélet két alaptételre épiil. Az egyik a relativitas elve, amely szerint a
természeti jelenségek azonos moédon jatszodnak le barmely inercia-rendszerbdl figyelve dket, s az 6ket
leir6 természettorvények alakja barmely két inercia-rendszerben azonos. A masik alaptétel azt a
meglepd allitast fogalmazza meg, hogy a vakuumbeli fénysebesség minden megfigyel6 szamara

azonos ¢, = 3-10° n% nagysagl. Adott fizikai mennyiség értéke az egyik vagy masik vonatkoztatasi

rendszerbol mérve lehet kiilonb6zo, de ezek egymasbol a vonatkoztatasi rendszerek relativ mozgasat
jellemz6 Gn. Lorentz-transzformacioval egyértelmiien meghatarozhatok, nincs elkiiloniilt abszolut tér
és 1d6, a Lorentz-transzformacio6 1ényegében a 4 dimenzios téridében vald geometriai transzformacio.

Az altalanos relativitaselmélet 0sszeolvasztja a specialis relativitaselméletet és a Newton-féle
univerzalis gravitacios torvényt, a gravitaciot a térid6 geometriai tulajdonsagaként irja le. Az 4ltalanos
relativitaselmélet az ekvivalencia-elvre épiil, amely szerint a lokalis gravitacios hatas megfelel a
gravitacidmentes térbeli gyorsul6 vonatkoztatasi rendszerben észlelt gyorsulds hatasanak, és
(ugyancsak lokalisan) a kettd nem kiilonboztetheté meg. Ez nem a priori igazsag, hanem a tehetetlen
és gravitald tomeg azonossagat igazold megfigyelésekre (pl. E6tvos-inga) alapozott kijelentés.

Itt nem részletezett szamitasok szerint (lasd pl. [5][6]) azt kapjuk, hogy az M tomegii testtol r
tavolsagra levo lokalis (nem-inercia) rendszerben a fénysebesség:

(F.2.9.)

+9 ,ahol b = ZGZM ,
r

0

(F.2.10.

ahol kozelitésként a Taylor-sor elsé rendjét vettiik. (F.2.10.) 1ényegében inhomogén optikai kozegben
halado fénysugarat jelent. llyen jellegii probléma széleskoriien targyalt [7] a klasszikus fénytanban (pl.
a délibab jelenségénél), a kapott szogeltériilés:

2b
s==
D
amely jelen esetben (F.2.10.) felhasznalasaval:
G-M
o=4 F.2.11).
D-v; ( )

Ez pedig nem azonos a tisztan klasszikus fizikai levezetéssel kapott (F.2.8.) formulaval: a
relativisztikus eredmény éppen kétszerese a klasszikus fizikabol kapott szégeltérésnek.



F.3. Segitség a Kitiizott feladatokhoz

Amennyiben gy érzi, hogy nem boldogul egyediil a kitiizott feladatokkal, akkor az alabbiakban
adunk némi segitséget.

1. feladat

Hiperbola palya ("elhajlas", "iistokos") jelenik meg példaul a GM =20, u_ini=4,x_ini=-20,D =3
paraméterértékeknél.

Ellipszis palya ("bolygo") jelenik meg példaul az alabbi paraméterértékeknél (palyak a 11. dbran):

e GM=20,u_ini=2,x_ini=-5,D =3 (kék szinti, lapos),

e GM=20,u_ini=3,x_ini=-1,D =3 (fekete, kevésbé lapos),

e GM=20,u_ini=2,x_ini=-2,D =6 (z06ld szinli, majdnem kor),
e GM=20,u_ini=2,x_ini=0, D=5 (piros, kor),

11. abra: ellipszis palyak a DS szimuldcioban

Ha GM paraméternek negativ értéket valasztunk, tehat ,,taszitd” centralis eréteriink van, akkor
lathatjuk, hogy csak hiperbola palyak jelenhetnek meg.

2. feladat

A GM, D és u_ini paraméterek koziil mindig csak egyet szisztematikusan valtoztatva feljegyezziik 6
eltériilési szog valtozasat (az X_ini paraméter nem relevans, rogzitjiikk pl. x_ini = -20 értéken).

(a) tomeg-fiiggés vizsgalata: (GM=... ,u_ini=4,D=3)
GM ¢ szdg [rad]

0,0416

0,0833

0,1253

0,1674

0,2097

oS N U SUR ORI

fenti adatokbol megallapithato, hogy a J eltériilési szog egyenesen ardnyos a GM paraméterrel.


gravitacio_ellipszis.ds

(b) tavolsag-fiiggés vizsgalata: (GM =2 ,u_ini=4,D=..)
D 0 sz0g [rad]

0,250104

0,125307

0,0833402

0,0622552

>ooaN W N e

fenti adatokbol megallapithato, hogy a ¢ eltériilési szog forditottan aranyos a D paraméterrel.

(c) kezddsebesség-fiiggés vizsgalata: (GM=1, u_ini=..., D=3)

u_ini  J szog [rad]

1 0,671469
2 0,167432
3 0,0740379
4 0,0415587

A fenti adatokbol megallapithato, hogy a o eltériilési szog forditottan aranyos a U_ini paraméter
négyzetével.

A fenti harom megallapitast egyetlen Gsszefliggésbe stiritve azt kapjuk, hogy

GM
O oc I ——
D-u_ini
egészen pontosan pedig:
GM
5 = 2—2
D-u_ini

adodik, ami azonos a klasszikus fizikai levezetéssel nyert (2.7) képlettel, tehat , kisérletileg”
empirikusan igazoltuk azt.

3. feladat

Az |. torvény igazarol a szimulacio futtatasaval vizualisan kdnnyen meggy6zddhetiink, hiszen ellipszis
alakt palyagorbék jelennek meg. 4 DS praktikus szolgdltatdsa, hogy a grafikus ablakban egérrel

crer

lathatjuk. Az ellipszis egyik fokuszpontja az origd, hiszen oda tettiik az erétércentrumot.
Hogyan keresné meg az ellipszis masik fokuszpontjat?

Ha megvan a két fokuszpont, akkor az ellipszisjelleg igazolasara hasznalhatjuk az ellipszis

s

mért tavolsagosszege allando.



A ll. torvény igazolasi lehetOségét a vektorialis szorzat fentebb leirt értelmezésének végén kaptuk,

miszerint tehat az id8egységenként surolt teriilet nagysaga 1 = E ‘U “y—-Vv: X‘ , amely értékét a

szoveges adatablakban id6lépésenként kiszamoltatjuk és kiiratjuk. A futtatas soran lathatjuk, hogy a
kiirt érték idében allando, tehat , kisérletileg” igazoltuk a torvényt.

A l11. tdrvény igazolasahoz futtassuk a szimulaciot rogzitett GM paraméteri er6térnél kiilonbozo
xkezdo, D és ukezdo kezdofeltételekkel, azaz rajzoljunk ellipszispalyakat adott er6térben (adott ,,Nap”
esetén kiilonbozo ,,bolygok™ palyait). Minden beallitas esetén probaljuk empirikusan megallapitani a
kapott ellipszis a fél nagytengelyének és a keringés T periodusidejének értékét.

Az a értékének megbecsléséhez hasznaljuk a hajszalkeresztes koordinata-kijelzést ugy, hogy olvassuk
le az ellipszis két legtavolabbi pontjanak koordinatait, azokbodl Pitagorasz-tétellel szamitsuk ki a
tavolsagukat és az a értéke ezen tavolsag fele.

A T periodusidd becsléséhez hasznaljuk az Edit menii Range... almeniijének parbeszédablakaban a
First value és Last value beallitasokat ugy, hogy pl. allitsuk a a First value értékét tetsz6legesre, majd
valtoztatgassuk a Last value értéket addig, hogy éppen zaruljon a kirajzolt gorbe (12. abra), ekkor a
kezdo és végérték kiillonbsége a keringési id6.

. o
Fist value = 100 Fist value = 100 Fistvalue = 100
Last value= 120 Last value= 130 Lastvalue= 1355

12. abra: a T keringési periodusidd ,.kisérleti” meghatarozasa a szimulacidban (T = 35,5)

3
a p ;. .
A ,mért” a és T értékek alapjan jol lathatoan teljesiil, hogy = = &llando, illetve az is belathato,
3
as G-M _GM
hogy pontosabban — = —— =—— is teljesiil.
T° (2z) (2n)

Tehat a Kepler-torvényeket , kisérletileg” empirikusan igazoltuk.

4. feladat

A Rutherford_sim.ds probléma-fajl futtatasaval kapott szimulaciok tipikus grafikus megjelenitése az
alabbi &bran lathato.
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13. 4bra: a DS szimulacidval kapott széraskép

A kapott szoraskép megfelel az irodalomban talalhat6 képeknek. A paraméterek valtoztatasaval jol
lathatéan valtozik a szogeloszlas, azaz a pontos képbdl vissza lehet kdvetkeztetni a szorécentrum
tulajdonsagaira, ami a Rutherford-féle mérés Iényegi (Nobel-dijas)eredménye.

Koszonetnyilvanitas

A tanulmany elkészitését a Magyar Tudomanyos Akadémia Tantargy-pedagogiai Kutatasi Programja
tamogatta.
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